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Par slov na uvod

Vazeni, af uz dobrovolni ¢ nedobrovolni uzivatelé tohoto textu, predkladdm Vam zde
celkem 263 problému a prikladu z nékolika partii spadajicich do zakladniho vysokoskolského
kurzu fyziky. Piiklady jsem se snazil vybirat tak, aby byly (alesponn z mého pohledu)
zajimavé a praktické, a aby bylo vidét, ze porozumime-li dobte zakladnim fyzikdlnim
zakonitostem, muzeme porozumét svétu kolem nas a pochopit i véci, které se zdanlivé
prici zdravému rozumu.

Nékteré priklady a problémy jsou fesené, vétsina je vSak bez uvedeného postupu reseni
a muzete si tak nad nimi sami lamat hlavu. Je jasné, ze je mnohem cennéjsi umét néjaky
problém samostatné vyftesit, nez jenom rozumét postupu jeho feSeni. Z tohoto duvodu
jsou také vysledky uvedené az na konci textu, aby vas zbytecné nerozptylovaly. Vysledek
si muzete jednoduse zobrazit tak, ze v PDF souboru kliknete na jméno ptikladu, ¢imz
budete presmérovani na spravné misto. Zpét se dostanete tak, ze kliknete na ¢islo piikladu
u daného vysledku. Pri té prilezitosti bych Vas rad upozornil, Ze je velice uzitecné naucit
se pracovat s rozméry fyzikalnich veli¢in, viz kapitola 1. Budete-li fesit jakykoliv fyzikalni
problém, muze byt vas vysledek spravny pouze tehdy, pokud bude mit spravny rozmeér.
Z tohoto duvodu (nejen) se také vyplati kazdy problém vzdy fesit obecné a ¢iselné hodnoty
dosazovat az nakonec.

Casto se stane, ze kdyz se zacneme zabyvat néjakym problémem ve vétsim detailu,
narazime na néjaké matematické ,tézkosti“. Z tohoto duvodu jsou soucasti sbirky nékteré
piiklady vyfesené za pomoci pocitacového algebraického systému Maple (ktery maji stu-
denti CVUT k dispozici zdarma v ramci multilicence). Ptislusné soubory pro Maple na-
jdete na adrese http://herodes.feld.cvut.cz/sbirka/. Naucite-li se néjaky takovyto systém
vyuzivat, muzete soustiedit vice pozornosti na vlastni fyzikalni problém, pticemz integraly
a diferencialni rovnice vytesi program (fyzikalni iivahu neudéld). Nehledé na skutecnost, ze
napiiklad analytické feseni nékterych algebraickych ¢i diferencidlnich rovnic neni obecné
znamé (anebo je velmi slozité) a pak je pocita¢ nenahraditelny pii feseni numerickém.
Neocenitelnd je rovnéz moznost nechat si vykreslit vysledek do grafu ¢i animace a tak mu
porozumet.

Skutecnost, ze neplanuji nechat tento text zhmotnit v papirové podobé zfejmeé zapticini,
ze casem zacnou dalsi priklady a problémy ve sbirce pribyvat.

Dékuji Ing. Markovi Brothankovi, Ph.D. za styl pro IXTEX, ve kterém jsem mohl celou
sbirku sepsat. Dékuji Mgr. Michalovi Kotrousovi, ktery mi nakreslil obrazek na titulni
stranu. Obrazek se tyka jednoho problému feseného ve sbirce. Poznate, jakého ,fyzikalniho
prohtesku® se autor obrazku dopustil? Dékuji vSsem autorum, z jejichz praci jsem mohl
cerpat. Dale dékuji vSem, kteti v textu naleznou néjakou chybu a daji mi o ni védét. Vznik
této shirky byl podpofen grantem FRVS 1907/2011-F6.

18. prosince 2011, Milan Cervenka
milan.cervenka@fel. cvut.cz
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1. Rozmérova analyza

] Piiklad 1.1: Matematické kyvadlo
Matematické kyvadlo je hmotny bod o hmotnosti m zavéseny na nehmotném
zaveésu o délce [. Pomoci rozmérové analyzy odhadnéte zavislost doby kmitu
T matematického kyvadla na jeho hmotnosti, délce a tthovém zrychleni g. I

Reseni: Vzorec pro periodu kyvadla budeme hledat ve tvaru
T =km®l’q",

kde k je bezrozmérny koeficient (ktery rozmérovou analyzou neurcéime), a, 5 a =y jsou
hledané koeficienty. Hledand veli¢ina ma rozmér casu, takze musi platit

7] = [m]*[I]"lg]" = s=ke"m’(ms™*)" = kg” m”"7s7.

Jelikoz muzeme psat s = kg’ m®s! a exponenty u piislusnych jednotek nalevo a napravo
rovnice se musi navzdjem rovnat, dostaneme pro koeficienty «, 5 a 7 soustavu rovnic

OéZO, B+7:07 _27:17

jejimz fesenim dostaneme ov =0, = 1/2 a v = —1/2, takze hledany vzorec ma tvar

T =k~
g

Jiz z rozmérové analyzy plyne, Ze perioda matematického kyvadla nezavisi na jeho hmot-
nosti. Resenim pohybové rovnice pro matematické kyvadlo bychom mohli zjistit, ze
k =2m.

D Priklad 1.2: Presypaci hodiny
Presypaci hodiny odmétuji ¢as pomoci doby, kterou se sype jemny pisek tizkym hrdlem
o plose S z horni do dolni nadobky. Experimentalné muzeme zjistit, ze rychlost sypani
Am/At (hmotnost presypand za jednotku ¢asu) zavisi na prutrezu otvoru S mezi nadobami,
hustoté zrnek pisku p a (zfejmé) na tihovém zrychleni g. Naopak, nezavisi na velikosti
zrnek a mnozstvi pisku. Pomoci rozmérové analyzy odhadnéte vztah pro urceni rychlosti
sypani Am/At pisku v hodinéch.

D Priklad 1.3: Tlak v nitru Zemé a Slunce
muze zaviset na jeji hmotnosti M, poloméru R, a jelikoz jisté souvisi s gravitaénimi ucinky
hmoty, i na gravitaéni konstanté sc = 6,672 x 107! Nm?kg~2 Newtonova gravitacniho
zakona. Pomoci rozmérové analyzy odhadnéte vzorec pro vypocet tlaku v nitru hveézdy
(planety) a odhadnéte konkrétni hodnotu pro Slunce (Mg = 1,99x10% kg, Rg = 696 000 km )
a Zemi (My = 5,97 x 10** kg, Rz = 6378km).
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1. ROZMEROVA ANALYZA

D Priiklad 1.4: Planckova soustava jednotek

Némecky fyzik Max Planck navrhl soustavu jednotek, ktera je zalozena na zakladnich
piirodnich konstantach: rychlosti svétla ve vakuu ¢ = 3 x 10%ms™!, gravitaéni konstanté
2 =6,672x 107" Nm? kg=? a Planckové konstanté h = 1,05x 10734 J s. Kombinaci téchto
konstant muzeme nalézt velicinu rozméru ¢asu (Planckuv ¢as t,), veli¢inu rozmeéru délky
(Planckovu délku [,) a veli¢inu rozméru hmotnosti (Planckovu hmotnost my). Uvahy o
kvantové gravitaci vedou k zavéru, ze v rozmérech radoveé odpovidajicich témto jednotkam
se zasadné meéni charakter fyzikdlnich zakonu - Planckova délka a Planckuv ¢as jsou
mozna nejmensimi, dale nedélitelnymi kvanty prostoru a ¢asu. Pomoci rozmérové analyzy
naleznéte velikost Planckovych jednotek ¢, [, a m,.

D Priklad 1.5: Struna
Asi kazdy, kdo vidél strunny hudebni nastroj vi (nebo tusi), ze frekvence, na které struna
zni, néjak souvisi s jeji délkou [, silou F, kterou je struna natazena a jeji ,tloustkou*,
kterou muzeme vyjadrit pomoci hmotnosti vztazené na jednotku délky p. Najdéte pomoci
rozmeérové analyzy vzorec pro frekvenci struny s vyuzitim velic¢in [, F' a pu.
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2. Kinematika

] piiklad 2.1: Autobusy na Strahov
Student se po prednasce z fyziky vraci pésky z Dejvic na kolej Strahov a ptritom si vS§imne,
ze autobus cislo 143 jej v protisméru miji s intervalem 7, = 10min 48s, autobus jedouci
ve sméru chuze s intervalem 7, = 13min 30s. Kdyz dojde na kolej, spoc¢ita interval T' ve
kterém autobus jezdi (za predpokladu, ze v obou smérech je stejny) a pomeér rychlosti své
chuze ku rychlosti autobusu. Co mu vyjde?

] piiklad 2.2: Automobil
Automobil rovnomérné zpomalenym pohybem na drize délky [, = 100m zméni svou
rychlost z v; = 60kmh™! na vy = 40kmh~!. Jaké m4 pfi tomto manévru zrychleni?

Reseni: Automobil se v pribéhu brzdéni pohyboval rovnomérné zpomalenym pohybem,
takze pro jeho rychlost a drahu ujetou v prubéhu brzdéni muzeme psat

1
v(t) = vy + at, I(t) = vyt + §at2,

takze plati

vy = U1 + ar, ly =7+ 5@7'2,

kde 7 je doba trvani brzdéni. Z levé rovnice vyjadiime tuto dobu a dosadime ji do rovnice

pravé
2
Vg — U1 Vg — U1 1 Vo — U1
T= = =1 + —a ,
a a 2 a

odkud pak vypocteme zrychleni a jako

v — v

_ )
ST 0,77ms ~.

a =

] Piiklad 2.3: Srazka vlaka?

Strojvudce rychliku jedouciho rychlosti v, = 30ms™" spatii pred sebou na téze koleji
nakladni vlak jedouci stejnym smérem rychlosti v, = 10ms~!. V okamziku kdy jej spatiil,
byla vzdalenost posledniho vagonu nakladniho vlaku a lokomotivy rychliku sq = 200 m.
Strojvudce velmi duchaplné zacal okamzité brzdit, ¢imz rychlik uvedl do rovnomérné
zpomaleného pohybu se zpomalenim a = 1 ms—2. Dojde ke srazce vlaku? Pokud ano, tak
v jaké vzdalenosti (od rychliku v okamziku registrace) a jakou maji v okamziku srazky
vlaky vzajemnou rychlost?

1

D Priklad 2.4: Bezpecné z Revnic na Skalku a zpét
Kopec z Revnic na Skalku je dlouhy. Cyklista se rozhodne, 7e cestu tam a zpét projede
prumérnou rychlosti 7 = 20kmh™!. Cestu nahoru projede priumérnou rychlosti v, =
12kmh~!. Jakou primérnou rychlosti v, musi sjet zpét, aby uskuteénil své piedsevzeti?

12



2. KINEMATIKA

Byl by schopen splnit své predsevzeti, kdyz by cestu nahoru projel prumérnou rychlosti
v, =10kmh~!?

] piiklad 2.5: Klikovy mechanismus
A

Klikovy mechanismus z obrazku je zafizeni

I pro prevod rotaéniho pohybu na pohyb
RWR B o translacni. Urcete polohu x(¢) koncového
¢ =) bodu tahla délky [, jestlize je spojeno s kolem
> o poloméru R otéacejicim se ihlovou rychlosti

w.

Reseni: Pro polohové vektory bodi A a B plati
ry = (Rcoswt, Rsinwt), rp=(x,0).
Protoze plati (kosinova véta)
(rg—ra)-(rg—ra) =101 = 2> —2zRcoswt+ R*>—1*>=0,

dostaneme pro hledanou soutradnici x vztah

z = Rcoswt £ VR2 cos?wt + 2 — R2,

kde kladné znaménko popisuje feSeni s tahlem napravo, zaporné pak feseni s tahlem nalevo
od kola. Vysledek tedy muzeme pséat ve tvaru

2= Rcoswt + V12 — R?sin wt ~ | + R cos wt (pro I > R).

] piiklad 2.6: Jak dobéhnout postika

p vy S o Clovek stojici ve vzdélenosti h = 50m od silnice

silnice .1 o , ;. .

vidi postéka, ktery po ni jede na kole rychlosti v; =
10ms™! (viz obrdzek). V okamziku kdy jej spatif,
je jejich vzdalenost s = 200 m. Pod jakym thlem «
h musi bézet k silnici rychlosti v, = 3ms™!, aby se
Uy s nim setkal a predal mu dopis? Jakou minimalni
¢  rychlosti musi bézet, aby postdka dobéhl?

C

@ Priklad 2.7: Ferda Mravenec a Beruska
y Beruska sedi ve stredu kartézskych soutradnic, Ferda Mravenec ve
vzdalenosti [p na ose x. V ¢ase t = 0 zacne Beruska 1ézt rychlosti vg
v kladném sméru osy y a Ferda rychlosti vg v zdporném sméru osy
UB UR x. Najdéte vzdjemnou vzdalenost lpg(t) jakozto funkei casu, cas t,
kdy si jsou nejblize a jejich nejmensi vzdalenost [,.

13
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Piiklad 2.8: Casova zavislost vzdalenosti dvou téles

Dveé télesa se ve stejny okamzik zacala rovnomérné primocate pohybovat ze stejného bodu,
pricemz jejich vektory rychlosti sviraji thel «. Jakd je casova zavislost jejich vzajemné
vzdélenosti [(t), pokud jedno z téles se pohybuje rychlosti o velikosti v a druhé rychlosti
o velikosti 207

Priiklad 2.9: Nejrychlejsi cesta

x
Ak > silnice Cyklista na horském kole se potiebuje dostat
z bodu A do bodu B, viz obrazek, kde d = 2km
a h = 1km. Po silnici jede rychlosti ¢ = 30 km /h,
po zoraném poli rychlosti v = ¢/3. Jak dlouho
pojede z bodu A do B nejkratsi cestou (tj. po
poli)? V jaké vzdalenosti 2 od bodu A musi uh-
nout ze silnice na pole, aby se dostal do bodu B
nejrychleji? Jak dlouho pojede touto cestou?

S
“1

Reseni: Pokud by cyklista jel po poli z bodu A do B pifmo, rychlosti v by urazil
vzdalenost [, = V/d? + h? za cas
I, 3vVd*+ h?

tp=2="2"T" —13m25s.
(% Cc

Jelikoz rychlost po silnici je vétsi nez po poli, vyplati se jet kus cesty po silnici a cestu
po poli si tak zkratit. Pokud po silnici cyklista urazi vzdalenost Iy = x, po poli mu bude

zbyvat vzdalenost I}, = /(d — 2)* + h? a pro celkovy ¢as bude platit

A Vd =22 + 12
by b o YAz (1)

tsp =
Poe c v

Hleddame vzdalenost z takovou, kdy je ¢as ¢y, minimdlni. Z podminky pro extrém
dostaneme

dtsp _ 1 d—=z 0 = s—d——""  _i6i6m.

dt ¢ o Jd—arti2 S

c2

Dosazenim této hodnoty do vzorce (1) dostaneme celkovou dobu jizdy ts, = 9m39s,
casova uspora je At = 3m46s.

Priklad 2.10: Na nadrazi

Vypravél stoji na peréoné na zacatku prvniho vagéonu stojictho vlaku. Vlak se déd do
rovnomeérné zrychleného pohybu takovym zpusobem, ze prvni vagén miji vypravcéiho po
dobu At;. Jakou dobu At, miji vypravciho n-ty vagon?

Priklad 2.11: Pohyb s proménnym zrychlenim 1
Hmotny bod se pohybuje podél osy x tak, Ze pro jeho zrychleni plati

a = ag (l—e*kt)7

14



2. KINEMATIKA

kde ag > 0, £ > 0 jsou konstanty a t je cas. Vypocitejte rychlost v a polohu x bodu jako
funkci casu za predpokladu, ze v ¢ase t = 0 plati v =0, z = 0.

Priklad 2.12: Pohyb s proménnym zrychlenim 2
Hmotny bod se pohybuje pfimocaie se zrychlenim, které rovnomérné klesa z hodnoty
ap = 10ms~2 v ¢ase t = 0 na nulovou hodnotu v ¢ase t = 7 = 20s. Uréete jeho rychlost
a polohu v ¢ase 7, vite-li, ze prot =0jev=0ax = 0.

Priklad 2.13: Elipsa
y Hmotny bod se pohybuje v roviné xy po trajektorii
A zadané parametrickymi rovnicemi

y
/Igm T xr = Acoswt, y = Bsinwt,
\\0

p / kde A > B > 0. Ukazte, ze tato trajektorie je elipsa.
- Vypocitejte slozky a velikost vektoru rychlosti. Jaka je
maximalni a minimalni rychlost? Vypocitejte slozky a ve-

likost vektoru zrychleni.

Pi#iklad 2.14: Sroubovice
Nabita c¢astice v homogennim magnetickém poli se pohybuje po Sroubovici, kterd je
popsana parametrickymi rovnicemi

xr=Acoswt, y=Asinwt, z= Bt,

kde A > 0, B a w jsou konstanty. Vypocitejte slozky a velikost vektoru rychlosti, slozky
a velikost vektoru zrychleni, vektor zrychleni rozlozte na tecnou a normalovou slozku a
vypoctéte polomér kiivosti trajektorie.

Reseni: Slozky vektoru rychlosti spocteme jako derivace slozek polohového vektoru
Uy =T = —wAsinwt, v, =y=wAcoswt, v,=2=DB.

Pro velikost vektoru rychlosti dostaneme

v=/vi+ulto?=VwiAZ+ B2

velikost rychlosti je konstantni, pohyb je tedy rovnomérny. Pro slozky vektoru zrychleni
plati
ay = Uy = —w>A coswt, Ay = Uy = —w?Asinwt, a, =1v, =0,

velikost tohoto vektoru je pak

— 2 2 2 — )2
a=/a; +a;+az=w"A.

15



2. KINEMATIKA

Velikost tecného zrychleni vypocteme jako derivaci velikosti vektoru rychlosti

at:o:%(m):o,

coz vyplyva z rovnomérnosti pohybu. Pro normalové zrychleni dostaneme
a—-a+a, =— a=—a—a = a,=—a,

normalové zrychleni naboje se tedy rovna zrychleni celkovému. Pro polomér kiivosti tra-

jektorie R plati
v? v? B?
a,=— = R=—=A+—,
R a, w2A

polomér kiivosti trajektorie je tedy vétsi nez polomér Sroubovice.

] Piiklad 2.15: Kaminek

5 Automobil se pohybuje rovnomérné primocare rychlosti
4 u = (u,0,0). Po jaké trajektorii se pohybuje kaminek
uvizly ve vzorku pneumatiky, jestlize jeji polomér je R?

U £ U Jaké jsou slozky a velikost vektoru rychlosti kaminku?
a Jaka je nejmensi a nejvétsi velikost rychlosti kaminku?
Jaké jsou slozky a velikost vektoru zrychleni kaminku?

0 x

] piiklad 2.16: Uloha z roku 1639
Prvni ¢esky fyzik, Jan Marek Marci z Lanskrouna (1595-1667), ve své knize ,,O Gmérnosti
pohybu tesil tuto tlohu.

lg

Mala kulicka se muze v tithovém poli volné pohybovat ve
zlabku, jehoz smér svira s vertikdlou tihel o a prochazi kruhem
o poloméru R. Jak zavisi doba pruchodu kulicky zldbkem ¢, na
velikosti thlu o7

@ Priklad 2.17: Na zamku Zbiroh
Turista na zamku Zbiroh se naklani nad studnu, pficemz mu do ni z ndprsni kapsy kosile
vypadne mobilni telefon. Duchaplné ihned zapne stopky a zméri, ze zuchnuti telefonu
o dno uslysi za ¢as t = 6,24s po vypadnuti telefonu. Jak hluboka je studna na zamku
Zbiroh, jestlize tthové zrychleni g = 9,81 ms~2 a rychlost zvuku ve studni ¢ = 340ms~1?

] Piiklad 2.18: Volny pad 1
Teéleso pada volnym padem z vysky h. Rozdélte tuto vysku na n tseku tak, aby doba
padu v kazdém tuseku byla stejna, najdéte vzorec pro délku i-tého tuseku.
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] Piiklad 2.19: Volny pad 2
Téleso pada volnym padem z vysky h. Rozdélte tuto vysku na n stejnych useku. Jaka
bude doba padu t; v i-tém tseku?

] piiklad 2.20: Volny pad 3
Predmét spadl volnym padem z neznamé vysky H na zem. Pozorovatel zméril, Zze poslednich
h metru predmét padal 7 sekund. Z jaké vysky predmét spadl?

Reseni: Usek délky h predmeét padal 7 sekund, bude tedy platit

1
h:§972+1}07, (1)

kde vg je rychlost predmétu ve vysce h. Pro tuto rychlost dostaneme
vo = g(T — 1), (2)

kde T je celkova doba volného padu, pro kterou plati

1 2H
H=_-gT* = T=,"—. 3
59 J (3)

Po dosazeni z (3) do (2) a potom z (2) do (1) dostaneme vysledek

1 (2h + g%’
h=+2gHT — —g7° = H=-—"—"—"".
JHT 9T 8972

D Priklad 2.21: Tecné a normalové zrychleni pii vodorovném vrhu
Téleso bylo vrzeno vodorovné z vysky h poc¢atecni rychlosti o velikosti vy. Jaka je v prubéhu
letu télesa velikost jeho zrychleni celkového, tecného a normdlového? Odpor vzduchu

zanedbejte.
Reseni:
z
4 Vv Pro slozky vektoru zrychleni, rychlosti a polohového vektoru

h > dostaneme

T Ay = 07 a, = —4,
0 i Uy = Vo, v, = —gt,

1
T = vot, z=h— §gt2.

Dobu letu ¢, télesa dostaneme z podminky z = 0 jako

1 2h
0=h——gt = th=4/—.
2 9
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2. KINEMATIKA

Pro velikost celkového zrychleni télesa dostaneme
a=+/az+a2=g.

Pro velikost te¢ného zrychleni plati

dv d \/m d 9 i 2t2 g2t
Ay = — = —1\/V V2 = —1\/ =
Ta T aVET T gV T T e

Protoze tecné a normalové zrychleni jsou na sebe navzdjem kolmd, plati a®> = a? + a2,
takze pro velikost norméalového zrychleni dostaneme

gt Vog
an =+a? —at=4/g*— = :
t \/ TR o

Priklad 2.22: Opice
. Lovec v Africe chee stfelit opicil, kterd se pohupuje na
hf‘ » 0 vétvi stromu. Vodorovnd vzdalenost mezi hlavni pusky a
| opici je d, svisla h (viz obrazek). Lovec vi, ze v okamziku
kdy opice zahlédne zablesk vystielu (coz je vzhledem
Vo = k rychlosti svétla prakticky okamzité) se pusti a pada
o volnym padem k zemi. Pod jakym thlem o« musi lovec
0 d x Vystrelit, aby opici zasdhl? Velikost pocatecni rychlosti

strely je vp.

v

Priklad 2.23: Bombardér

Bombardér leti vodorovné ve vysce h konstantni rychlosti o velikosti vy smérem k cili.
V jaké vzdalenosti d od cile musi byt bomba vypusténa, aby zasahla misto urceni? Jakou
rychlosti bomba dopadne na zem? Odpor vzduchu zanedbejte.

Priiklad 2.24: Jak daleko, tak vysoko
Pod jakym eleva¢nim tihlem o musime hodit predmétem, aby vzdalenost, do které dopadne,
byla rovna maximalni vysce, do které vystoupi?

1Uspévaci sipkou, opice skonéi v ZOO, kde se ji bude docela libit.
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@ Piiklad 2.25: Nebezpec¢na zona

Najdéte vztah popisujici hranici nebezpecné zény, pod
kterou hrozi sestieleni letadla délem, jehoz stiely maji
konstantni velikost pocateéni rychlosti vy a je mozné
pouze ménit jejich smér.

z

Reseni: Trajektorie stiel je trajektorii sikmého vrhu,
kterou lze popsat pomoci vztahu

gz®

z=xtana — ————. 1
208 cos? (1)
Vyuzijeme-li identity
1 sin? o + cos? «
= =1+ tan® a,
cos? « cos? o

muzeme rovnici (1) psat ve tvaru

2

z:xtana—%(l—l—tarﬁa). (2)
2v;
2 A Tato kvadratickd rovnice (vzhledem k proménné

tan ) muze mit bud dveé ruznd redlnd fesen{ (ex-
istuji dva zpusoby jak zasdhnout letadlo), nebo
dveé komplexné sdruzend feseni (Feseni v redlném
oboru neexistuje — letadlo nelze zasahnout),
nebo jedno dvojnasobné teseni. Mnozina bodu
(z, z), pro které mé kvadraticka rovnice (2) jedno
dvojnasobné teseni odpovida hledané krivce. Z
podminky pro nulovy diskriminant dostaneme

" 2 2
=0 = z=o0_ 97
29 208

Hledanou funkci je tedy parabola a nebezpecénou zénou je vnitiek rotaéniho paraboloidu
s osou symetrie z.

] piiklad 2.26: Pirati

. Na strmém ttesu o vysce h = 100m je ve

A vzdalenosti d = 1km od mofe pevnost s délem

Vo branici pobiezi. Do jaké vzdalenosti z, od
A a btehu jsou pirati chranéni ttesem pted délovymi

koulemi? Velikost pocateéni rychlosti délovych
koulf je vo = 120ms~ 1.

\/
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D Piiklad 2.27: Sikmy vrh na naklonénou rovinu
Pod jakym thlem a musime sikmo vrhnout predmét na naklonénou rovinu se sklonem [
tak, abychom dohodili nejdéle?

Reseni: Trajektorie sikmého vrhu s pocatecni
rychlosti vy a thlem o ma tvar

z

gz*

z=xtanoqy — ———
202 cos? o’

sikmou sténu naklonéné roviny muzeme popsat
vyrazem z = x tan 5. Porovnanim obou vztahu dostaneme rovnici

2v3 2 2u3 2
r = —(tana — tan f) cos® « = —(sin o cos v — tan f cos” a),
g g

kterd odpovida x-ové soutadnici bodu dopadu. Jelikoz pro maximaélni vzdalenost vrhu [,
musi byt i vzdalenost x maximélni, muzeme psat

d 202 202
d_x = ﬂ((:08204 —sin”a + 2tan sinacosa) = ﬂ(COSQOz+tamﬁsinZo¢).
«a g 9

Z podminky pro extrém pak dostaneme

d
£:O = tanﬁz—cotQaztan(Qa—%) = azg—l—%.
Tento vysledek pro 8 = 0 prechédzi ve znamy vztah o = 7/4.
] Piiklad 2.28: Rumpal
M Kbelik zavéseny na provazku omotaném kolem rumpéalu o poloméru R

pada do studny. pricemz jeho draha je dana vztahem

1
s = —kt.
2

=D

Jaka je velikost zrychleni mouchy sedici na rumpalu?

] Piiklad 2.29: Rotujici bod
Hmotny bod se pohybuje po kruznici o poloméru r = 0,1 m, pficemz jeho thlova soutradnice
(v radidnech) je dana funkénim predpisem

© = 2+ 413,

kde t je ¢as v sekundéach. Jaka je velikost tecného zrychleni a; a norméalového zrychleni a,
tohoto bodu v ¢ase t = 2s? Jakou tthlovou soutadnici ¢, ma bod v okamziku, kdy vektor
jeho zrychleni svira s pruvodi¢em thel o = 45°7
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Reseni: Pro thlovou rychlost w a thlové zrychleni € plati
w= ¢ =12t £ =W = 24t.

Pro velikost te¢ného a norméalového zrychleni rotacniho pohybu pak dostaneme

2
ay =0 = er = 24rt, ay = v wr = 144rtt,
r
v Gase t = 25 po dosazeni ¢iselnych hodnot tedy a; = 4,8ms™2, a, = 230,4ms 2.
Vektor zrychleni bude s pruvodicem svirat tthel @ = 45° v okamziku, kdy si velikost
tecného a normalového zrychleni budou rovny, tedy
2 4 g _ 1
a=a, = Ec=w" = 24t=144" = tazé,

dosazenim tohoto casu do vzorce pro thlovou soufadnici dostaneme ¢, = 8/3rad.

] Piiklad 2.30: Setrvacnik
Setrvacnik se otaél s frekvenci fy = 15000t min~!. Brzdénim piejde do rovnomérné zpo-
maleného pohybu a v case 7 = 30s od pocatku brzdéni se zastavi. Jaké je jeho uhlové
zrychleni ¢ a kolik oto¢ek N v prubéhu brzdéni vykona?

@ Priklad 2.31: Rakety

Ctyfi samonavadéci rakety jsou umistény v rozich pomyslného étverce
3 o strané a. Jejich konstrukce je takova, ze se pohybuji rychlosti kon-
: stantni velikosti v a to tak, ze raketa 1 vzdy mit{ pifimo na raketu 2,
o raketa 2 vzdy miff pfimo na raketu 3, ta vzdy mifi na raketu 4 a ta
: na raketu 1. V case t = 0 jsou rakety odpdleny. Vypocitejte za jak
dlouho se srazi a po jakych trajektoriich se pohybuji.
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3. Dynamika hmotného bodu

] piiklad 3.1: Jak zavésit zavazi
% Na dva stejné tetizky je tieba zavésit zavazi o hmotnosti m, viz
< > obréazek, pricemz htebiky, ke kterym se Tetizky pTipevni, jsou
umistény vodorovné ve vzddalenosti 2a. Jakou délku [ > 2a musi
fetizky mit, paklize je nelze zatizit silou o velikosti vétsi nez F},?
Hmotnost fetizki muzeme zanedbat.

m <
Reseni: Ma-li byt zavazi v klidu, musi vyslednice sil na néj

pusobicich byt nulova

0=F,+F, +F, = mg = 2F cos v, (1)

kde F' = |F;| = |Fs| a « je uhel, ktery sily F; a Fy sviraji s vertikdlou.
S vyuzitim Pythagorovy véty pro néj plati

Z_ 2
cosq = ————,
l
dosazenim do vztahu (1) dostaneme vzorec pro velikost sily

napinajici retizky

Fo_m9 mgl
© 2cosa 212 — a2

odkud je vidét, ze s rostouci délkou tetizku klesa sila, kterd je napina. Musi tedy platit

LIy R P

F=—— :
Wi —az " T AR —m2g?

D Priklad 3.2: Zavazi zavéSené na lané se vzpérou
Zavazi o hmotnosti m je zavéseno na lané podepreném vodorovnou
vzpérou, pricemz pro tuhel, ktery svira vzpéra a lano, plati a = 30°.
Vypocitejte velikost tahové sily, T},, kterou je napinano lano nad vzpérou,
velikost tlakové sily T, kterou je namahana vzpéra a velikost tahové sily
T,, kterou je natahovéno lano pod vzpérou. Piedpoklddejte pfitom, Ze

" hmotnost lana a vzpéry lze zanedbat.
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3. DYNAMIKA HMOTNEHO BODU

] piiklad 3.3: Jednoduchs kladka
Na kladku z obrazku jsou pomoci pevného vldkna zavésena zavazi o hmot-
nostech my a my. S jakym zrychlenim se tato zavazi pohybuji, pokud muzeme
hmotnost vldkna i volné se otacejici kladky zanedbat? Jakou silou je vlakno
napinano?

my g

Reseni: Uloha je jednorozmérnd, kladny smér soubadnice necht je ve sméru
tithového zrychleni. Pro jednotliva zavazi napiSeme pohybové rovnice

myay :Fgl_Tlv maQg :ng—T%

kde a; jsou zrychleni jimiz se zavazi pohybuji, Fy; = m;g jsou nenulové slozky tihovych
sil a T; jsou sily napinajici vlakno. Jelikoz uvazujeme vldkno zanedbatelné malé hmot-
nosti a kladka se muze volné otacet, musi platit 77 = Ty = T. Jelikoz je vldkno pevné
(nepruzné), musi platit a; = —as = a. Pohybové rovnice tedy maji tvar

mia=myg—1T, —Moa = mag — T. (1)

Jejich odec¢tenim dostaneme vyraz pro zrychleni

my —msg
4= —g,
m1+m2

T 15

dosazenim vypocteného zrychleni napiiklad do levé rovnice (1) a my me |4

dostaneme vztah pro velikost sily napinajici vlakno ll * * l ?
Fy

mi — Mo 2mime
T =mg—m g = qg.
my + Mo my + Mo

] Piiklad 3.4: Dvojita kladka
Zavazi o hmotnostech m; a my jsou zavésena na systému kladek
z obrazku. Obé kladky se mohou volné otacet, jejich hmotnost je
natolik mald, Ze ji muzeme spolecné s hmotnosti vldkna zaned-
bat. S jakym zrychlenim se pohybuji jednotliva zavazi a jaka je
velikost sily napinajici vlakno?

mo

D Priklad 3.5: Kladka a naklonénda rovina

Zavazi o hmotnostech m; a msy jsou pres kladku
propojena pevnym vldknem, ptficemz prvni visi na
vlakné a druhé je umisténo na naklonéné roviné s
thlem sklonu «, viz obrazek. Vypocitejte zrychleni
zavazi a velikost sily napinajici vlakno, vite-li, ze
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3. DYNAMIKA HMOTNEHO BODU

koeficient smykového tfeni mezi naklonénou rovi-
nou a zavazim je p a ze hmotnost vldkna i kladky muzete zanedbat.
Napovéda: Zamyslete se nad smérem treci sily!

Reseni: Pohybové rovnice pro zavazi maji tvar
mia; = Fy + T, moay = Fy + Ty + F,

kde F), je tteci sila a Fy je slozka tihové sily
ve sméru naklonéné roviny. Jelikoz se kladka
muze volné otacet a hmotnost vldkna muzeme
zanedbat, je velikost sily napinajici vlakno po
celé jeho délce stejna. Pro velikost treci sily
plati

F, = pF, = pFycosa = pmsg cos a.

Oznacime-li pro prvni zavazi kladnym znaménkem smér dolt a pro druhé zavazi smér
podél naklonéné roviny nahoru, muzeme jednorozmérné pohybové rovnice psat ve tvaru.

mia =myg— T, mea =T — mogsin a — sign(v)umag cos a, (1)
kde a = a; = as a funkce sign(v) je definovéna jako
sign(v) =1 pro v > 0, sign(v) = —1 pro v < 0

a vyjadfujeme pomoci ni skuteénost, ze tfeci sila vzdy brzdi (pfipadny) pohyb.
Zrychleni zévazi ziskdme sectenim rovnic (1) ve tvaru
_my —my [sina + sign(v)u cos o

a = ga
m1+m2

dosazenim tohoto vysledku do levé z rovnic (1) vypoéteme velikost sily napinajici vlakno

myms [1 4 sin « + sign(v)p cos a

T =
m1+m2

Piiklad 3.6: Rovnomérny pohyb po naklonéné roviné

Po naklonéné roviné s ithlem sklonu « se smyka smérem dolu predmét tak, ze jeho rychlost
je konstantni. Jakou velikost m4 koeficient smykového tieni mezi predmétem a naklonénou
rovinou?

Priklad 3.7: Prujezd klopenou zatackou

Jakou maximéalni rychlosti vy, muze automobil projet zatdckou o poloméru R, aby
nedostal smyk, jestlize koeficient smykového tfeni mezi pneumatikami a vozovkou je
i a zatacka je sklopena dovnitt oblouku pod thlem a? Vypoctéte konkrétni hodnoty
maximalni rychlosti pro R = 200m, p = 0,6 a dva pripady: a; = 0°, ap = 30°.
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3. DYNAMIKA HMOTNEHO BODU

Reseni: V neinercidlni vztazné soustavé spojené se zatécejicim automobilem pusobi tii
sily: tithova Fy, odstiedivad F,, a tieci Fy, ktera brani vyneseni automobilu ze zatacky.

Aby automobil zatdckou bezpecné projel, musi byt
treci sila vétsi nebo rovna tecné slozce odstiedivé sily
zmensené o piislusnou slozku sily tihové. Musi tedy
platit

F, > Fy, — Fy, (1)
pricemz
02

Fyt = mgsina, F, = m— cosa.

R

Fy

Pro velikost normalové sily, ktera tla¢i automobil k vozovce, plati
02

F, = Fg, + Foy = mgcosa + mE sin .

Velikost tteci sily je imérnd velikosti normalové sily, Fy = pF,, takze dosazenim do
nerovnosti (1) dostaneme podminku pro bezpeény prujezd zatdckou ve tvaru

v? v?

,ugcosoz—l—,uﬁsinoz > Ecosa—gsinoz.

Odtud dostaneme algebraickou tpravou maximalni rychlost, kterou lze beze smyku zatackou

projet
— \/gR(,u + tan «)

1 —ptana

Dosazenim ¢iselnych hodnot zjistime, ze tato rychlost pro neklopenou zatéckou (a; = 0°)
je Upmaxt = 123,5kmh™!, pro zatécku s dhlem sklonu as = 30° pak vmaxe = 214kmh™'.

D Piiklad 3.8: Casové proménni sila
Na hmotny bod o hmotnosti m, ktery je v klidu v pocatku kartézskych soutadnic, zac¢ne
v ¢ase t = 0 pusobit proménnd sila F = (F,,0,0), kde

F, = Fysinwt.

spoctéte jeho zrychleni, okamzitou, maxim&lni, minimalni a prumérnou rychlost a polohu
hmotného bodu.
Reseni: Jelikoz je na pocdtku hmotny bod v klidu a sila ptsobi jen podél osy z, bude
platit ay, =a, =0,v, =v, =0,y =z = 0.
Pro z-ovou slozku zrychleni dostaneme
F F,

0 .
a=— = (@,=— = —sIlnwt.
m m m

Pro z-ovou slozku rychlosti dostaneme

F E
vx:/axdt:—o/sinwt dt:——ocoswt+K,
m

wm
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3. DYNAMIKA HMOTNEHO BODU

kde K je integracni konstanta, kterou uréime z pocatecnich podminek. Jelikoz v,(0) = 0,
bude platit

E
0=—2+4+K = K=-2 = 4,=-2(1-coswt).
wm wm wm

Pro maximalni a minimalni rychlost hmotného bodu postupné dostaneme

2F 2k
Vemaxy = — Pro t—(2k:+1) . Vpmin = 0 pro t:—T, kde k=0,1,2,....
wm w

Jelikoz stfedni hodnota funkce kosinus je nulova, bude pro prumérnou rychlost platit

Fy
wm’

Vy =

Pro polohu hmotného bodu bude platit

E F 1
x:/vx dt:—o/(l—coswt) dt = —2~ <t——sinwt> + K,
wm wm w

kde integracni konstantu K opét urcime z pocatecnich podminek

Fo

z(0)=0 = 0=K = z=—;

(wt — sinwt) .

wem

] Piiklad 3.9: Lod

Lod se vlivem odporu prostiedi pohybovala po jezefe pifmocafe zpomalené, pficemz pro
velikost jeji rychlosti platil vztah

= At —t,)% c>0, te(0,t,),

kde ¢ je konstanta a t, je ¢as, kdy se zastavila. Vypocitejte, jak zavisi odporova sila, ktera
lod" zabrzdila, na rychlosti.

] Piiklad 3.10: Odstiedivka

Odstiedivka (viz obrézek) mé tvar duté koule o poloméru R a otaci
- . , , . e .
se kolem své osy thlovou rychlosti w. V jaké vysce h se ustdli mala
kulicka a jakou silou ptusobi na sténu odstiedivky?
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D Priklad 3.11: Lano na stole

o Dokonale ohebné¢ lano délky [ a hmotnosti m lezi na de-
sce stolu, pricemz jeho cast délky [y visi pfes okraj dolu.

1 Naleznéte ¢asovou zavislost polohy konce lana a jeho rychlosti
za predpokladu, ze lano po stole muze klouzat bez teni a jeho

x rychlost v ¢ase t = 0 je nulova. Omezte se na situaci, kdy céast
lana jesté spoc¢iva na stole a lano se jesté nedotyka podlahy.

Reseni: Uloha je jednorozmérnd, kladny smér nechf miif dolii (viz obrdzek). Tihové sila
urychlujici lano souvisi pouze s hmotou lana, kterd visi ze stolu dolu, plati pro ni tedy

xXr
Fgu = mg?a

zatimco setrva¢nou hmotnosti je hmotnost celého lana m. Pohybova rovnice ma tedy tvar

ma = Fy, = mi:mg% = :i—%:r:(). (1)

Jedna se o obycejnou homogenni linearni diferencidlni rovnici s konstantnimi koeficienty,
jejiz teseni vzdy hledame ve tvaru
x(t) = e™.

Dosazenim do rovnice (1) dostaneme

ANeM _Iox_g o ()\Q—Q>e’\t:O - =7
l l I’

kde posledni rovnice predstavuje tzv. charakteristickou rovnici. Pro kofeny charakteri-

stické rovnice plati

Ao =+ %

Obecné teseni rovnice (1) piseme jako linedrni kombinaci feseni, kam dosadime kofeny
charakteristické rovnice, takze bude platit

w(t) = Ae V9t 4 Be=Vollt (2)

kde A a B jsou integracni konstanty, jejichz hodnotu urc¢ime z pocatecnich podminek v
case t = 0 dosazenim do obecného Feseni (2):

)=1p = Ae’+ Be’ = A+B=]|

v(0) = 2(0) = = \/7Ae \/739, =0 = A-B=0.

Vyfesenim ziskané soustavy algebraickych rovnic dostaneme A = B = [y/2, takze vztah
pro polohu konce lana a jeho rychlost ma tvar

l
z(t) = 50 (e\/ﬁzt 4 e—\/gm) = [y cosh 4/ %t, v(t) = z(t) = lo\/gsinh \/ %t.

27



3. DYNAMIKA HMOTNEHO BODU

@ Priklad 3.12: Parasutista
Vypocitejte rychlost, kterou dopadne parasutista z velké vysky s nulovou pocatecéni rychlosti
na zem za predpokladu, ze se mu paddk otevie a neotevie. Vypocitejte, z jaké vysky by
musel vyskocit, aby stejnou rychlosti dopadl na zem, kdybychom mohli odpor vzduchu
zanedbat. Vypocitejte zavislost rychlosti parasutisty na case.
Vime ze sila, kterou pusobi tekutina na rychle se pohybujici téleso, se da vyjadiit
Newtonovym vzorcem

1
F, = —§C,oS|V| v,

kde S je celni prufez obtékaného télesa, v je jeho rychlost, p je hustota tekutiny (pro
vzduch p = 1,2kgm™3) a C je koeficient zdvisejici na tvaru télesa. Pro otevieny paddk
budeme piedpoklddat C, = 1,33, S, = 50m?, pro paradutistu s neotevienym paddkem
C, ~ 1, S, ~ 1m? Hmotnost parasutisty i s vystroji je m = 80kg.

ResSeni: Pohybova rovnice ma tvar

dv
m— =F, + F,.
de s
kde F, je sila tihovd (parasutistu urychluje) a F, je sila odporu prostiedi (parasutistu
brzdi). Pokud budeme predpoklddat, ze pocateéni rychlost parasutisty je nulovd, tloha
se stava jednorozmérnou a pokud kladny smér souradnice miti doli, muzeme pohybovou

rovnici prepsat do tvaru
dv 1 9
My =M - §C’pSv . (1)
Rovnice (1) tikd, ze zména rychlosti je umérnéd rozdilu sily tithové a odporové. Na
pocatku je maximalni (odporova sila je nulovd), s narustajici rychlosti parasutisty roste
i odporova sila az do okamziku, kdy se jeji velikost rovna velikosti sily tihové. Od tohoto
okamziku je vyslednice sil pusobicich na parasutistu nulova a ten pada konstantni rychlosti

Umax, Kterou spocteme jako

dov 1 [2mg
— =90 = — —CpS 2 =0 = max — .

Odtud dosazenim c¢iselnych hodnot obdrzime rychlost dopadu pfi otevieném padaku
Vo = 4,4ms~! a pii neotevieném paddku pak v, = 36 ms~!. Dosazenim do vzorce

dostaneme vysky, z nichz bychom dostali vypoctené rychlosti dopadu pti nulovém odporu
vzduchu h, = 1m, h, = 67 m.
Zavislost rychlosti parasutisty na case dostaneme feSenim diferencidlni rovnice (1). Tu
muzeme piepsat do tvaru
CpS
o= 2

dv 9
g(l—ow), kde = Sy

Fri

a nasledné tesit separaci proménnych

dv v de t
—_—=gdt = — = dy.
l—a? 7 /0 1 — azx? /Ogy
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Integral nalevo spoc¢teme pomoci substituce

/v de y = +ar, dy=./adz, I /\/a@ dy
0 va o

= gj:O—)y:O7 1_y2:

1 — ax?
r=v — y=+av

1 Vaw 1
= NG [argtanh y] .= ﬁargtanh Vav,

takze dostaneme

1 1
—argtanhy/av = gt = v = —=tanhVagt.

va va

Rychlost parasutisty jako funkci ¢asu tedy muzeme psat ve tvaru

[2mg [CpSg
=4/ ——=tanhy/ —=t.
! CpS al 2m

] Piiklad 3.13: Kulicka v oleji
Vhodime-li malou kulicku (brok) do vazké kapaliny, napfi. oleje,bude jeji pohyb brzdit tieci
(Stokesova) sila Fg, jejiz velikost je imérnd rychlosti pohybu a kterou muzeme vyjadrit
vzorcem

Fs=—kv, k>0.

Vypocitejte zavislost rychlosti kulicky o hmotnosti m na case, pokud pro t = 0 je jeji
rychlost nulova a muzeme-li zanedbat vztlak kapaliny.

D Priiklad 3.14: Brzdéni silou pifimo imérnou rychlosti
Na jaké draze se zastavi kulicka o hmotnosti m, kterd se pohybuje po dokonale hladké
vodorovné ploSe, pusobi na ni pouze sila

Fs = —kv, k>0
a v urcitém case je velikost jeji rychlosti vg?
D Priiklad 3.15: Brzdéni silou imérnou druhé mocniné rychlosti

Na jaké draze se zastavi kulicka o hmotnosti m, ktera se pohybuje po dokonale hladké
vodorovné ploSe, pusobi na ni pouze sila

Fs = —k|v|v, k>0

a v urcitém case je velikost jeji rychlosti vg?
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] piiklad 3.16: Kulicka na kouli

Na vrcholku velké dokonale hladké koule o poloméru r je
umisténa mala kulicka, jejiz polomér muzeme oproti poloméru
velké koule zcela zanedbat. Mala kulicka se diky labilni rovnovaze
déd do pohybu a klouze po povrchu velké koule. Urcete ver-
tikalni vzdélenost h, ve které se od povrchu velké koule odlepi,
a vypocitejte jakou drahu po povrchu koule urazi.

Reseni: Klouze-li mald kulicka po velké kouli, vykondva pohyb po kruznici o poloméru
r a velikost jejtho dostfedivého zrychleni je

U2

aq = —,
r
kde v je velikost rychlosti kulicky. Toto dostiedivé zrychleni je vynuceno
pusobenim dostiedivé sily, kterou realizuje prislusna slozka Fyuq sily tihové,
viz obrazek, pro jejiz velikost plati

Fyq = Fycosa = mgcos .

7 vyse uvedeného je zirejmé, ze v okamziku, kdy

U2

m— > mg cos «,
r

nebude dostrediva slozka tthové sily dostateéné velka (pro pohyb rychlosti v po kruznici
o poloméru r) a kulicka se odlepi. Tak se stane v okamziku, kdy bude platit

v? = grcosa. (1)

Velikost rychlosti kulicky v zavislosti na vertikalni vzdalenosti h ziskame ze zakona
zachovani energie. Jelikoz rychlost kulicky na vrsku koule je prakticky nulova a hladinu
nulové potencidlni energie si muzeme nadefinovat rovnéz na vrsku koule, dostaneme

1
04+0= émvz —mgh = v = 2gh.

Protoze plati
r—h
cos = ,
’

dostaneme dosazenim tohoto a predchoziho vztahu do vztahu (1) vertikdlni vzdalenost
mista odlepeni kulicky od vrsku koule ve tvaru

h=_.
3

Délku dréhy, kterou kulicka urazi po povrchu koule dostaneme jako

r—~h 2
§ = rq = 7 arccos = 7 arccos 3
r
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] Piiklad 3.17: Nebezpeény kousek
Artista na cirkusovém predstaveni predvadi nasledujici
nebezpecny kousek, viz obrazek. Z vysky h se na kolobézce
47' spusti na kruhovou drahu o poloméru r. Jaka musi minimalné
tato vyska byt, aby po celou dobu jizdy byl v kontaktu
s drdhou? Pritom ptredpokladejte, ze pocatecni rychlost je
nulova.

[] piiklad 3.18: Houpacka
Houpacka, kterou muzeme zjednodusené popsat jako hmotny bod o hmotnosti m zavéseny
na nehmotném zavésu o délce [, byla vychylena do tihlu ¢y a pusténa. Vypocitejte zavislost
velikosti rychlosti houpacky na okamzité vychylce ¢ a jeji maximalni hodnotu. Vypocitejte
velikost sily napinajici zaveés houpacky v zavislosti na vychylce a jeji maximalni hodnotu.

] Piiklad 3.19: Prak

Prak si muzeme vyrobit tak, Zze mezi dvé ramena vidlice s
rozte¢i a pripevnime gumové vlakno délky [ > a a tuhosti
k. Jakou pocatecni rychlosti vy vymrsti tento prak kamen
o hmotnosti m, pokud gumové vlakno natdhneme na délku
I'=al,a > 1 a pokud jeho hmotnost oproti hmotnosti kamene
muzeme zanedbat?

D Priklad 3.20: Pruzinovy kanén
Pokud na svisle postavenou pruzinu umistime kulicku o hmotnosti m = 0, 1 kg, stlaci se
o vzdalenost As = 2mm. Do jaké vysky pruzina kulicku kolmo vzhuru vystteli, pokud ji
dale stla¢ime o s; = 15 cm a nahle pustime? Hmotnost pruziny muzeme zanedbat.

] Priklad 3.21: Sanky

Sanky sjedou s kopce délky sy a sklonem « a po vodorovné roviné
ujedou jesté vzdalenost s,. Vypocitejte koeficient smykového
tteni 1 mezi snéhem a sankami za predpokladu, ze velikost
rychlosti ve zlomu mezi kopcem a rovinou se nezmeéni.

ResSeni: Na vrsku kopce maji sanky oproti vodorovné roviné

potencidlni energii

E, = mgh = mgsysin a.

Tato potencialni energie se sjetim kopce ¢astecné vyuzije na zvyseni kinetické energie
sanék a castecné ji spotfebuje tteci sila brzdici sanky. Ty budou mit tésné pod kopcem
kinetickou energii

Ey = E, — Ay = mgsysina — pmgsy cos « = mgsy(sina — pucos o),
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kde Ay je préace, kterou sanky pii sjizdéni kopce spotiebuji na prekonavani tieci sily.
Kineticka energie se na roviné zcela vyuzije na prekonani tieci sily, takze bude platit

E, = pmgs,.
Porovnanim ptedchozich dvou vztahu dostaneme vysledek

. Sk Sin «
mgsk(sinaw — pcos o) = pmgs, = p=-—""—9—.
Sy + Sk COS «x

Priklad 3.22: Je ridi¢ vinen?

V obci, kde je povolend maximalni rychlost vma.. = 50kmh™" piejelo auto slepici. Na
silnici jsou vidét stopy po brzdéni smykem, které maji délku [ = 39 m. Policista vySetiujici
nehodu vi, ze koeficient smykového tfeni mezi vozovkou a pneumatikami je u = 0, 5. Jakou
jel automobil rychlosti v okamziku, nez zacal brzdit? Dostane ridi¢ pokutu?

Priiklad 3.23: Odpojeny vagén

Po vodorovné trati jede vlak hmotnosti M konstantni rychlosti o velikosti vy az do
okamziku, kdy se v case t = 0 od néj odpoji posledni vagén o hmotnosti m. Vypocitejte,
jakou vzdalenost As ma odpojeny vagén od konce vlaku v okamziku, kdy se zastavi.
Predpokladejte, ze jednotlivé soucasti vlaku jsou brzdény tieci silou imérnou jejich tize
a lokomotiva vyviji stale stejnou taznou silu.

Priklad 3.24: Stiela

Stiela letici rychlosti v = 400ms™ narazi do dfevéného kvadru a zasekne se v ném v
hloubce h = 30 cm. Jakou rychlosti v’ by vylétla tato stiela z kvadru ze stejného materidlu
o tloustce A’ = 15 cm? Predpoklddejte ptitom, Ze odporova sila, kterou dievo stielu brzdi,
je konstantni.

1

Piiklad 3.25: Kabel visici ze stfechy domu
Jakou préci je tfeba vykonat na vytazeni kabelu, ktery volné visi ze stfechy domu, ma
délku [ = 20m a hmotnost m = 30 kg?

Reseni: Pii vytahovdn{ kabelu na stiechu je tieba prekondvat tfhu visici ¢dsti kabelu.
Jestlize jiz bylo vytazeno x metru kabelu, plati pro tihu jeho visici ¢asti

l—x
l

Fyy = myg

Pro celkovou vykonanou praci dostaneme

l 1 971
l
A:/(_ng>.dr:/ngdx:_mg/(l_x)dx:@ P
0 L Jo ) 2 2

Dosazenim c¢iselnych hodnot dostaneme A = 2943 J.
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] piiklad 3.26: Provazek
Provéazek délky [ a hmotnosti m lezi natazeny na stole. Jakou délkou = musi viset ptes
okraj stolu, aby se praveé dal vlastni vahou do pohybu, jestlize koeficient smykového tieni
mezi nim a stolem je pu? Jakou préaci vykona tihova sila pti stazeni provazku ze stolu?

] piiklad 3.27: Vystrel z déla
Délova koule o hmotnosti m = 24 kg opustila hlaven rychlosti o velikosti v = 500 m s~
v case T = 0,008 s po zapaleni roznétky. Jak velka sila na kouli pusobila, jestlize predpokladame
rovnomeérné zrychleny pohyb koule v hlavni? Jak velka prace byla vykonana na urychleni
koule a jak dlouha je hlaven?

1

] piiklad 3.28: Uder kladivem
Kladivo udetilo do predmétu o hmotnosti m = 0,5kg, pricemz mu udélilo rychlost
v = 0,3ms . Vypocitejte maximalni velikost sily, jiz kladivo na predmét pisobilo za
predpokladu, ze velikost sily linearné narustala a pak klesala a tuder trval 7 = 1 ms.

Reseni: Casové proménnd sila udéli telesu impuls, ktery zmeéni jeho hybnost

/ F(t)dt =I=p, - p;.
0

Jelikoz je pocatecni rychlost (a tedy i hybnost) télesa nulové a sila pusobi po piimce (z
nedostatku dalsich informaci to musime predpoklddat), muzeme psat

p— / R, 1)

kde prislusné skalarni veliciny nejsou velikosti, ale slozky vektoru ve sméru piimky, podél
niz sila pusobi. Jelikoz sila linearné narusta k maximalni hodnoté F,,., a pak opét stejné
klesda, muzeme pro ni psat

2F naxt /T, te(0,7/2),
F(t) = 2FmaX(1 - t/T)v te <T/2> T) )
0, jinde.

Integral na pravé strané rovnice (1) spoc¢teme jako
T T/2 T T/2 AF T/2 Jai

/ F(t)dt = / F(t)dt +/ F(t)dt = 2/ F(t)dt = ma"/ tdt = el
0 0 /2 0 T 0 2

a dosazenim zpét dostaneme hledanou hodnotu maximalni sily

FloxT 2mu

5 = Frax = = 300 N.

mv =

] Piiklad 3.29: Spatny zpévak
Zpévak stoji na pdédiu a divaci na néj hazi rajcata. Na jeho nebohé télo dopadaji kolmo
rychlosti o velikosti v = 10ms~! v pruméru 10 rajéat o hmotnosti m = 100g za jednu
sekundu. Jakd prumérna sila nuti zpévaka opustit hledisté?
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] Piiklad 3.30: Pad z vysky na rotujici Zemi
7 véze vysky h stojici na misté o zemépisné sitce ¢ byla na zem upusténa mald kulicka.
Vypocitejte, jakym smérem a v jaké vzdalenosti od vertikaly dopadne na zem pusobenim
Coriolisovy sily. Vliv tfeni o vzduch zanedbejte. Jaké vychylky muzeme ocekdvat v pripadé
mrakodrapu Tchaj-pej 101, Eiffelovy véze ¢i Petiinské rozhledny?
Napoveéda: Vliv Coriolisovy sily v tomto piipadé bude velice maly a v prvnim pfiblizeni
muzeme uvazovat, ze se kulicka ve vertikalnim sméru pohybuje volnym padem.

Reseni:

Nejdiive si zavedeme mistni pravotoéivou vztaznou
soustavu, ktera rotuje spolu se Zemi, ¢imz je nein-
ercialni. Osa z necht miif na vychod, osa y na sever
a osa z (aby V.S. byla pravotocivd) vzhuru. Na kulicku
budou pusobit dvé sily, tihova F, a Coriolisova F¢. Po-
hybova rovnice popisujici pohyb kulicky tedy bude mit
tvar

<

—

dv

S ohledem na zavedeni soutadnic bude mit vektor tihové sily slozky

Fg - (07 07 _mg)

Pro Coriolisovu silu plati
Fc =2mv X w.

Vektor tithlové rychlosti ma v ndmi zavedené vztazné soustavée slozky
w = (0, wcos @, wsin ).

Rovnice (1) tvoii soustavu ti{ obyéejnych diferencidlnich rovnic, jejimuz plnému feSeni
se vyhneme nasledujici tivahou.

Pro velikost tihlové rychlosti otaceni Zemé kolem své osy plati w = 27/T ~ 7.3 X
107°s7 ! kde T' = 24 h je perioda rotace. Kdyby kulicka padala feknéme z vysky h = 500 m
a neuvazovali bychom Coriolisovu silu, dostali bychom pro rychlost dopadu vq = v/2gh ~
99ms~!. Kdybychom tuto rychlost a tthlovou rychlost rotace dosadili do vzorce pro Cori-
olisovu silu, dostali bychom maximalni velikost zrychleni zpusobeného Coriolisovou silou
jako ac ~ 2wvg ~ 0.014ms™2, coz je zrychleni cca 700x mensi, nez je velikost tfhového
zrychleni g.

7 tohoto duvodu muzeme tulohu ptiblizné vypocitat takto. Nejdiive vySetiime volny
pad z vysky h s pocatecnimi podminkami v case t = 0

Irog — (0,0,h), V(]:(0,0,0).

Postupné dostaneme

1
a=(0,0,—g), v=(0,0,—gt), r= <0,0,h— §gt2> ,

odkud zjistime z podminky z(t,) = 0 dobu padu t, = \/2h/g.
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Trajektorie volného padu je slabé narusena pusobenim Coriolisovy sily. Dosadime-li do
vzorce pro Coriolisovu silu vyse vypoctenou rychlost, dostaneme

i j k i J k
Fe=2mvxw=2m| v, v, v, |=2m|0 0 —gt | = (2mwgt cos p)i.
Wy Wy W, 0 wcosy wsing

Jelikoz osa x mifi na vychod a vSechny veli¢iny v zavorce jsou kladné, miti Coriolisova
sila na vychod a timto smérem se kulicka vychyli. Pro velikost této vychylky postupné
dostaneme

dv, ! 9
mg = 2mwgtcospy = v, =2wgcosp [ TAT = wgt” cos p.
0
Déle pak
dx L, 1 5
UV =— = x=wgcosy [ T7°dT = -wgl’ cosp.
dt 0 3

Pokud za cas dosadime okamzik dopadu ?,, dostaneme vzdélenost dopadu kulicky od
vertikaly ve tvaru

Lo 1 [20\*?
Tq — - W COS = =W — COS .
1= gugtacosp = gwg | @

Numerické vysledky:

budova h © Tq
mrakodrap Tchaj-pej 101 508 m  25° 22,7cm
Eiffelova véz 300m 48° 7,6cm
Pettinska rozhledna 60m  50° 6,5mm

Piiklad 3.31: Reka

Na severni zemépisné sitce ¢ = 45° tece od severu k jihu feka Siroka d = 1km rychlosti
v = 5kmh™!. Vypocitejte, jaké pievyseni vodni hladiny mezi pravym a levym biehem
Ah zpusobi Coriolisova sila.

Napovéda: Vodni hladina je kolma k vyslednici pusobicich sil.

Priklad 3.32: Zavazi na horizontalné kmitajici desce

Vodorovna deska kond kmitavy pohyb v horizontalnim sméru s periodou 7' = 5s. Zavazi
lezici na desce se zacne smykat v okamziku, kdy amplituda kmitu dosahne velikosti xq =
0,5m. Jaky je koeficient smykového treni p mezi zavazim a deskou?

Priklad 3.33: Zavazi na vertikalné kmitajici desce

Zavazi o hmotnosti m = 2kg lezi na vertikalné kmitajici desce, jejiz amplituda vychylky
20 = 3cm a perioda T = 0, 5 s, Jaka maximalni sila ptisobi na zavazi? Pro jakou maximaln{
amplitudu kmitu z,, bude pii stejné periodé zavazi na desce jesté v klidu lezet?

35



3. DYNAMIKA HMOTNEHO BODU

D Priklad 3.34: Téleso zavéSené na pruziné
Zaveésime-li téleso o hmotnosti m = 200 g na pruzinu, prodlouzi se pruzina o Ay, = 3,9 cm.
Poté pruzinu s télesem prodlouzime o Ay = 2 cm ve vertikdlnim sméru a pustime. S jakou
periodou bude téleso kmitat? Jakd bude jeho maximalni rychlost a zrychleni?

Reseni: Pro pruzinu fidici se Hookovym zdkonem pro velikost pusobici sily F a prod-
louzeni Ay plati vztah F' = kAy, takze pro tuhost pruziny k& dostaneme

myg

k=-—-=50,3Nm "
Ayo
Vychylime-li dale téleso vertikalné z rovnovazné polohy o y, bude na néj pusobit vratna
sila
F=—ky.

Pohybova rovnice tedy bude mit tvar

d%y d?y  k

m—=>=—k ) = — + —y = 0,

a2 Y ez " m”
kde y je slozka vektoru vychylky ve vertikdlnim sméru (tloha je jednorozmérnd). Budeme
hledat obecné feseni ve tvaru § = exp(At), takze dosazenim do diferencidlni rovnice
dostaneme

k k k k
MeMyp —eM=0 = M=-— = A=4+ij/— = fa=exp (ii\/ —t) .
m m m m

Obecné teseni je tvoreno linearni kombinaci nalezenych funkci, takze plati

1t () o 50 - (y52) o (52

Integracni konstanty uréime z pocatecnich podminek v ¢ase t = 0: y(0) = Ay, v(0) =
y(0) = 0. Vypocteme rychlost

U:%:cﬂ/ﬁm( ﬁt) o E (,/L)
dt m m m m

a do poslednich dvou vztaht dosadime pocateéni podminky
Ay=D, 0=C,

takze pro vychylku, rychlost a zrychleni zavazi muzeme psat

k k k d k k
y = Ay cos (\/—t>, UZ—Ay\/—sin< —t>, a="0 = Ay’ cos (\/—15).
m m m dt m m

Kmitavy pohyb zavazi je periodicky a pro jeho periodu plati

k /A
JoaT =2 = T=2r/% =2 /=R =0,39s.
m k g
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Pro amplitudy rychlosti a zrychleni plati

A
vo= Ay, /|~ =0,317Tms ", aozg—y:5,03ms_2.
Ay

Priiklad 3.35: Pad zavazi na misku na pruziné
Zavésime-li na volné visici pruzinu misku o hmotnosti m, pruzina se prod-
louzi o délku Al. Na misku z vysky h pustime zavazi o stejné hmotnosti m.
Vypocitejte, s jakou amplitudou Ay zacne miska se zavazim po dopadu kmitat.
\ Hmotnost pruziny zanedbejte a srazku zavazi s miskou povazujte za dokonale
h 1| nepruznou.

S|
Cd

Priklad 3.36: Jedno zavazi na dvou pruzinach

Mame dvé pruziny stejné délky s ruznymi tuhostmi k; a ky. Zavésime-li téleso neznamé
hmotnosti na pruzinu s tuhost{ k1, kmita na ni s periodou 77. Na pruziné s tuhosti ko kmita
toto téleso s periodou T5. Vypocitejte, s jakou periodou Ty a T}, bude téleso kmitat, kdyz
jej a) zavésime na obé pruziny zapojené pod sebe (sériové) a b) vedle sebe (paralelné).

Priiklad 3.37: Bungee jump

Odvazlivec o hmotnosti m se vrhne sttemhlav z mostu zavésen na pruzném lané, které ma
nezatizené délku [y a tuhost k. Vypocitejte, na jakou délku se lano maximalné natahne,
pokud zanedbate odpor vzduchu, hmotnost lana a pokud budete predpokladat, ze lano
se fidi Hookovym zdkonem (velikost vratné sily je pfimo timérné prodlouzeni).

Priklad 3.38: Perioda kmitt z pribéhu potencialni energie
Castice o hmotnosti m, kterd se muze pohybovat pouze po piimce, se nachazi v jakémsi
fyzikalnim poli, v némz ma potencialni energii vyjadienou vztahem

Ep:E()(E—F{), Ey,a >0,
T a

kde x je jeji poloha. Zjistéte, zda v tomto poli existuje stabilni rovnovazny bod a pokud
ano, s jakou periodou by castice vykonavala malé kmity kolem tohoto rovnovazného bodu.

Reseni: Nejdiive najdeme stacionarni body potencialni energie

dE 1
P —F, _£_|__ L0 = Ts = *a.
dx 2 a

Vypocteme druhou derivaci

d2Ep _ QGEO
da? 3
Druhd derivace je pro xs = —a zaporna, jedna se tedy o lokalni maximum a bod labilni

rovnovahy, pro bod xs = a je druha derivace kladna, jedné se tedy o lokalni minimum a
bod stabilni rovnovahy.

37



3. DYNAMIKA HMOTNEHO BODU

Provedeme Tayloruv rozvoj potencidlni energie kolem bodu xy = a. Muzeme psat

dE 1d°E Ey
Ep(l’) ~ Ep(l’s) + d—; (JI — l’s) + 5 d{L’2p (l’ — l’s>2 = 2E0 + ¥<LL’ — CL)2.

Timto jsme prubéh potencidlni energie kolem lokalniho minima (stabilntho rovnovazného
bodu) aproximovali parabolou (vyssi ¢leny Taylorova rozvoje jsme zanedbali). Pro silu
pusobici na ¢astici tedy plati

dE 2F
Flz) = ——2~ -1
dz a?
Zavedeme-li novou soutadnici y = x — a, muzeme pro ¢astici psat pohybovou rovnici ve
tvaru
d?z d?y 2E, N d’y  2E,
m— =m—s = ——— — + —
de? dt? a2 ? dtz2  ma?
Posledni rovnice reprezentuje rovnici linedrniho harmonického oscilatoru. Céstice tedy
kolem rovnovazného bodu vykonava kmity, pro jejichz kruhovy kmitocet a periodu plati

2F, 2m ma?

2 0

=20 o5 =T
YT a2 Wo m 2F

Vzorec plati pouze za predpokladu, ze ¢astice se pohybuje pouze blizko lokalniho min-
ima potencialni energie, kde lze potencidlni energii s dostatecnou pfesnosti aproximovat
parabolou.

y=0.

Piiklad 3.39: Perioda kmitt z prabéhu sily
Na c¢astici o hmotnosti m, jejiz pohyb je omezen na primocary, v jistém fyzikalnim poli
pusobi sila, pro jejiz slozku ve sméru dané primky plati

F(z) = —Fysinh(az), kde Fy,a >0,

kde x je poloha castice. Najdéte periodu malych kmitu, které muze ¢astice vykonavat
kolem rovnovazného bodu.
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4. Lagrangeovy rovnice II. druhu

@ Priklad 4.1: Dvojité kyvadlo

Matematické kyvadlo o délce zavésu [l a hmotnosti msy je
zavéseno na matematické kyvadlo o délce zavésu [, a hmotnosti
my. Najdéte pohybové rovnice pro takovéto dvojité kyvadlo za
predpokladu, ze obé kyvadla se mohou pohybovat pouze v jedné

m e roviné.
P2 -

Reseni: Pro soufadnice koncovych bodi jednotlivych kyvadel
plati

Ty = lisingy,

y1 = —licosy

To = a1+ lasingy = lysin g + losin g,

Y2 = Y2 —lacospy = —Ilj cospy — [ cos ;.

Celkovou kinetickou energii vypocteme pomoci vzorce
B, — l .9 .9 1 ) .9
k= 5m (47 +97) + 52 (@5 +93)
kam dosadime za jednotlivé derivace

Ty =lLiprcospr,  Ta = l1p1cos @i + lapy cos pa,

Y1 = iy sin g, Y2 = l1p1 sin 1 + I3 sin g,

takze po drobnych tupravach dostaneme
1 ) 1 ) ..
Ey = 5(7”1 +mg) 59T + L (1393 + 2l1la1 @2 cos(pr — @2)] -
Pro celkovou potencialni energii muzeme psat

E, =mygys + magys = —(my + ma)gly cos o1 — magls cos @s.

Pro Lagrangeovu funkci £ = Fy — E, tedy plati

1 ) 1 ) .
L= §(m1 + mQ)l%(,O% + §m2 [lg(ﬁg + 2l1l2§01()02 COS(QOl — (pg):| +
+ (my + ma)gly cos p1 + magls cos ps.

Pohybové rovnice najdeme pomoci Lagrangeovych rovnic II. druhu

d /0L oL
— - == i =1,2
dt (8%) 8qi 0’ ! T

kam za zobecnéné souradnice dosadime q; = @1, g2 = 2 a za zobecnéné rychlosti ¢; = ¢y,
G2 = o, takze dostaneme soustavu
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i(%)_%_o i(%)_%—o (1)
t \ ¢y oy ’ dt \ 02 pa .
Vypoéitame postupné jednotlivé derivace
oL .. .
w = —malilyp1esin(pr — 2) — (Mmy + me)gly sin gy,
1
oL Lo .
8_<p2 = malilap1p2 Slﬂ(s01 - <P2) — Mmagls sin @o,
oL ) ,
% = (m + m2)l§s01 + molyilaps cos(p1 — @2),
1
oL . )
% = m2l§<ﬂ2 + malilapy COS(<,01 - 902),
2
d /oL 9. .. L L
W\ ) (M1 + ma)l{¢1 + malila@s cos(p1 — @) — malilapa(P1 — o) sin(pr — w2),
oL 9. . . L
_t 8_g02 = m2lg<ﬂ2 + malilapy COS(QOl - 902) - m2l1l2<p1(g01 - 902) Sln(@l - 902).

Dosazenim vypoctenych derivaci do soustavy (1) dostaneme hledané pohybové rovnice
(my 4+ ma) 3 @1 + malila@y cos(pr — pa) + malilapy sin(r — o)+
+(my +mo)glising; = 0,
mal3@s + malilagy cos(pr — @2) — malila@y sin(pr — o) + maglosing, = 0.

Zavedeme-li nasledujici veliciny

po Mz b S e Y
m1+m27 lg’ 01 l17 02 lg’

muzeme pohybové rovnice zjednodusit do tvaru
Y1+ %902 cos(p1 — p2) + E@% sin(p1 — o) 4wy sin 1 = 0,
P2 + ki cos(pr — p2) — kgl sin(pr — @) + why sin gy = 0.

D Priklad 4.2: Kyvadlo na rotujicim kotouci

Matematické kyvadlo o hmotnosti m a délce zavésu [ je
volné uchyceno ve vzdalenosti » od osy kotouce, ktery rotuje
thlovou rychlosti w, pricemz osy otaceni kotouce a kyvadla jsou
rovnobézné. Najdéte pohybovou rovnici popisujici pohyb kyvadla.
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D Priklad 4.3: Zavazi na pruziné

Na pruzinu délky [y o tuhosti k zavésime zavazi (hmotny bod) o hmot-
nosti m. Najdéte pohybové rovnice zavazi zavéseného na této pruzine
za predpokladu, ze se pruzina muze volné otacet v jedné roviné a ze jeji
hmotnost muzeme vzhledem k hmotnosti zavazi zanedbat.

m

@ Priklad 4.4: Nasada od kostéte

Nésada od kostéte (homogenni tenkd ty¢) hmotnosti m a délky [ je optena
na jedné strané o dokonale hladkou sténu a o dokonale hladkou podlahu
na strané druhé. Po uvolnéni zacne klouzat k zemi. Najdéte pohybovou
rovnici pro zobecnénou soutradnici « za predpokladu, ze je pohyb rovinny.

v

D Priklad 4.5: Kyvadlo na voziku

Na voziku o hmotnosti M, ktery se muze volné vodorovné pohybo-
vat, je umisténo matematické kyvadlo o hmotnosti m a délce zavésu
[. Najdéte pohybové rovnice voziku a kyvadla, jestlize rovina kmitu

M kyvadla je rovnobéznd s pifmkou, podél niz se muze vozik pohybovat.

|-

D Piiklad 4.6: Céstice na naklonéné roviné
Naklonénd rovina s tdhlem sklonu « (viz obrazek) se pohybuje podél
vodorovné piimky rovnomeérné zrychlené tak, ze pro polohu jejiho ne-
lg jvyssiho bodu plati x, = at?/2. Najdéte pohybovou rovnici ¢éstice o
hmotnosti m, ktera muze po naklonéné roviné volné bez tieni klouzat.
Pro jaky thel a muze setrvavat castice na naklonéné roviné v klidu?

lmﬁ

R/3

] piiklad 4.7: Koralek na draté

w Koréalek o hmotnosti m je navléknuty na kruhové draténé smycce o
% poloméru R, po které muze volné klouzat. Draténa smycka se otaci
kolem svislé osy prochazejici jejim stfedem tithlovou rychlosti w. Najdéte
pohybovou rovnici koralku.

3

3
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4. LAGRANGEOVY ROVNICE II. DRUHU

] Piiklad 4.8: Kulicky spojené provazkem

Dvé malé kulicky o hmotnostech m a M jsou spo-
jeny provazkem délky [, jehoz hmotnost muzeme
zanedbat, provlecenym otvorem ve stole. Kulicka
o hmotnosti m klouze bez tfeni po vodorovné,
dokonale hladké desce stolu. Najdéte pohybové
rovnice kulicek.

] piiklad 4.9: Cykloidélni kyvadlo
g y Mala kulicka o hmotnosti m se muze pohybovat volné bez tieni po

\T/./ trajektorii popsané parametrickymi rovnicemi cykloidy
x

kde R > 0 a ¢ €< —m,m >. Ukazte, ze pokud kulicku vychylime z rovnovazné
polohy, nebude perioda jejich kmitt zaviset na velikosti vychylky. Spoéitejte tuto periodu.
Napovéda: Za zobecnénou soutadnici zvolte ¢ = sin (¢/2).

x=R(p+sing), y=R(l—cosy),

Reseni: Pro slozky vektoru rychlosti muzeme psét
i=R(p+¢cosp),  §=Rgsing,

takze pro kinetickou energii plati

1
Ey = 3™ (* + 9%) = mR*$* (1 + cos p).

Pro potencialni energii dostaneme
E, = mgy = mgR(1 — cos ),
takze pro Lagrangeovu funkci muzeme psat
L = Ey, — E, =mR*$*(1 + cosp) — mgR(1 — cos p).

Pomoci goniometrického vzorce cos2p = cos? ¢ — sin? ¢ muzeme psat

1+cosgp:20052§, 1—cosg0:2sin2§,

takze Lagrangeovu funkci muzeme prepsat do tvaru

2 ¢

L = 2mR*$? cos 5 2mg R sin® g

Uvédomime-li si, ze plati

<. w)’_sb ©
S — ) = —cos —,
2 22

zvolime zobecnénou soutradnici ¢ a zobecnénou rychlost ¢ ve tvaru

q:sing, q:fcosf
2 2 2
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4. LAGRANGEOVY ROVNICE II. DRUHU

a prepiseme Lagrangeovu funkci
L =8mR*¢* — 2mgRq>.
Vypocitame piislusné derivace

oc

90~ —4mgRy, a_g = 16mR?q, 4 (aﬁ ) = 16mR2j

04 dt 6_q

a dosazenim do Lagrangeovy rovnice dostaneme pohybovou rovnici

d o\ oc 9

ve které pozndvdme rovnici linedrnfho harmonického oscildtoru ¢ + wiq = 0, kde wy je
kruhova frekvence volnych kmitu. Pro jejich periodu tedy plati

2 4R
2
W v = o T J

] Piiklad 4.10: T¥i koralky
Tii kordlky stejnych hmotnosti m jsou navleceny na krouzku
o poloméru R, po kterém se mohou volné pohybovat. Mezi
Y1 koralky jsou navleceny tii stejné pruziny o tuhosti k. Najdéte
pohybové rovnice pro jednotlivé koralky, zanedbejte pritom vliv
treni a gravitace.
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5. Hamiltonovy kanonické rovnice

] piiklad 5.1: Matematické kyvadlo
Najdéte Hamiltonovy kanonické rovnice pro matematické kyvadlo.

o Resent:
~ / Pro soutadnice polohového vektoru hmotného bodu na konci matematického
kyvadla muzeme psat

x = lsinp, y = —lcosy,
takze pro slozky vektoru rychlosti plati
T =lpcosy, Yy = lpsin p.

Lagrangeova funkce ma tvar
1 1
L=E—-FE,= gm ($2 + 1)2) —mgy = §ml2@2 + mgl cos .

Zvolime-li za zobecnénou soutadnici ¢ = ¢, pro zobecnénou rychlost bude platit ¢ = ¢.
Pro zobecnénou hybnost tak muzeme psat

oL 5.

Do = — = mlp.
® 830

Pro Hamiltonovu funkci plati

1 2

H=p,p— L = P _ mgl cos ¢,

2 ml?
takze Hamiltonovy kanonické rovnice muzeme psat ve tvaru
OH Do . OH )
= Dy = ——— = —mglsin .

o= =0

dp,  ml?’ )
Derivaci prvni z rovnic podle casu a dosazenim za zobecnénou hybnost do druhé z nich
muzeme psat

ml2gb:p¥,:—mglsingo = gb—i—%sincp:&

kde v poslednim vztahu poznavame pohybovou rovnici matematického kyvadla.

D Priklad 5.2: Zavazi na pruziné
Najdéte Hamiltonovy kanonické rovnice pro zavazi zavésené na pruziné z prikladu 4.3.

] Piiklad 5.3: Nasada od kostéte
Najdéte Hamiltonovy kanonické rovnice pro nasadu od kostéte, viz priklad 4.4.

] piiklad 5.4: Koralek na draté
Najdéte Hamiltonovy kanonické rovnice pro koralek na rotujici draténé smycce, viz priklad
4.7.
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6. Dynamika soustavy hmotnych bodu

] piiklad 6.1: Zelezniéni vagén v desti
Prazdny zelezni¢ni vagon o hmotnosti mg se pohybuje bez tteni

******** po vodorovnych kolejich rychlosti o velikosti vg. V case t =

V. 0 do néj zacne prset, pricemz prirustek hmotnosti vagonu za
w —> jednotku casu diky destové vodeé je
Am
At

Jek se bude s ¢asem ménit rychlost vagénu dokud nedojde k jeho naplnéni? Jak se
bude s ¢asem meénit jeho rychlost od okamziku, kdy se cely naplni vodou a ta z néj zacne
vytékat? Necht m4 vagén v tomto okamziku ¢; hmotnost m; a rychlost o velikosti v;.

= Q.

Reseni: Dokud se vagén cely nenaplni, jeho hmotnost se s ¢asem méni, pokud zacalo
prset v case t = 0, plati pro ni vztah

m(t) = mo + ot.
Jelikoz na vagén neptisobi zaddnd vnéjsi sila a svisle padajici dést nijak nepfispiva ke
zméné jeho hybnosti, dostaneme z pohybové rovnice
dp
dt

Mmoo,
=0 = p=konst. = (mg+at)v=mery, = v= ﬁ,
mo + at
tedy hybnost vagéonu se nemeéni a diky narustajici hmotnosti jeho rychlost klesa.

Od okamziku naplnéni vagénu se jeho hmotnost jiz neméni. Jelikoz odtékajici voda ma
stejnou rychlost jako vagon, jeji odtékani snizuje hybnost vagénu. Za c¢as dt se hybnost
vagonu zmeéni o

Am dp

dp = —Ttv dt = —auvdt = a- —Qu.

Pro pohyb vagénu tak dostaneme diferencialni rovnici a separaci proménnych jeji feSeni

v v a x a
d d d vd !
(mv) =—av=m— = —=—-—dt = —=—— [ dy =
dt dt v mq o T my Jy,
v a o (4
= In (—) =——(t—t) = v=uve g (1)
U1 mq

D Priklad 6.2: Jednoduchy razostroj

Kulicku o hmotnosti m; na jednoduchém razostroji vychylime do
vysky h, pustime, a nechame srazit s kulickou o hmotnosti ms.
l Vysetiete do jaké vysky h; a hy se kulicky vychyli po srazce za
predpokladu, ze se jedna o srazku dokonale pruznou. Obé kulicky
............................ jsou zavéseny na zavésech délky [, jejichz hmotnost muzeme zaned-
my ~ ‘I h bat. Jakymi sméry se odrazi kulicky v zavislosti na poméru hmotnosti
my a my?
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6. DYNAMIKA SOUSTAVY HMOTNYCH BODU

Reseni: Jelikoz srazka trva velmi kratkou dobu, mizeme v jejim pribéhu kulicky uvazovat
jako izolovanou soustavu (v prubéhu srazky se navic pohybuji vodorovné a tthové sily jsou
kompenzovany tahem zavésu). Z tohoto duvodu dochézi k zachovéni celkové hybnosti
kulicek. Jelikoz je srazka dokonale pruzna, zachovava se v jejim prubéhu kinetickd energie.
Muzeme tedy psat

p+p5=Dp +D a E\vi + Ev = Eg + Ep,

kde ¢arkované jsou oznaceny veli¢iny tésné pred srazkou a necarkované veli¢iny tésné po
srazce. Jelikoz se jednd o srazku linearni, lezi vektory rychlosti tésné pied a po srazce na
jedné piimce. Zakony zachovani tedy muzeme pséat ve tvaru

miV + 0 = myv; + movs a %mﬂﬂ +0= %mlvf + 57”21)5, (1)
kde V' je rychlost (resp. slozka vektoru rychlosti ve sméru srazky) prvni kulicky ptred
srazkou (rychlost druhé kulicky je nulovd) a vy, vo jsou rychlosti kulicek po srazce. Necht
V>0.

Z levé rovnice (1) vyjadiime miv; = mqV — mauy, po dosazeni do rovnice pravé a
drobné tpravé dostaneme

(mg’Ug — 2m1V + mlng)/Ug = 0.

Odtud dostaneme vy = 0 a ze zakona zachovani hybnosti pak v; =V, coz je TeSeni pred
srazkou, které pro nés neni zajimavé. Anulovanim zavorky vypocteme v, a dosazenim do
zakona zachovani hybnosti dostaneme feseni po srazce
Vg = —2m1 ‘/, v = 7?"1 — m2V (2)
my + Mo my + Mo
Odtud je vidét, ze v9 ma vzdy stejné znaménko jako V — druha kulicka po srazce pokracuje
vzdy smérem prvni kulicky pred srazkou. Jestlize my; > may, plati: sign(v;) = sign(V),
prvni kulicka po srdzce nemeéni smér. Jestlize m; < mo, plati: sign(v;) = —sign(V) —
prvni kulicka po sréazce zmeéni smér. Pokud m, = ms, prvni kulicka se po srézce zastavi a
druhd se pohybuje jeji rychlosti (kulicky si vymeéni hybnosti).
Rychlost V' spocteme ze zakona zachovani energie

1
O+mlgh:§m1V2 = V = +/2gh,

stejné vypocteme z rychlosti vy, vy vysky hy a hs.
v? v3
hl = —17 h? = —2
29 29
Dosazenim do (2) dostaneme vychylky kulicek po srézce

_ 2 2
hl:(w) h et

my + me (my + mg)?
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6. DYNAMIKA SOUSTAVY HMOTNYCH BODU

@ Piiklad 6.3: Urychlovac
my Dva micky o hmotnostech m; a ms, kde m; < ms umisténé nad sebou tak, ze
ma lehéi je nad tézsim, pustime na zem z vysky h. Vypocitejte vysky hy a ho, do
l kterych micky po odrazu od zemé vyskoci. Pro jaky pomér hmotnosti vyskoci
lehél micek nejvyse a jaka je tato vyska? Predpoklddejte pritom, ze vsechny
razy jsou dokonale pruzné, ze rozmeéry micku muzeme oproti vyskam h, h; a
hy zanedbat a ze jejich pohyb pied a po odrazu probiha podél piimKky:.

h

@ Priklad 6.4: Dvé castice
y Céstice o hmotnosti m; je umisténa v pocatku souradné soustavy,
¢astice o hmotnosti mg ve vzdalenosti [ na ose x. Vypocitejte,

mi| F —F my 2 C 1 c 1 f s ‘- PR
v jakém case, na jakém misté a jakou vzajemnou rychlosti se ¢astice
0 l sraz{, pokud se vzajemné piitahuji silou konstantni velikosti F.

D Priklad 6.5: Balistické kyvadlo

Balistické kyvadlo, viz obrazek, je zatizeni, pomoci néhoz lze
zjistit rychlost projektilu (stiely). Stfela o hmotnosti m je
vypalena rychlosti nezndamé velikosti v do tercové casti bali-
stického kyvadla, kterd ma hmotnost M > m a v niz se za-
sekne. Najdéte vztah pro velikost rychlosti stiely v zavislosti na
vychylce kyvadla. Vzdalenost tercové ¢asti od osy otaceni je [,
hmotnost zavésu muzeme zanedbat. Jaka ¢ast kinetické energie
stfely se vyuzije na vychyleni kyvadla?

Reseni: Jelikoz se stiela v tercové ¢dsti kyvadla zasekne, jednd se o nepruznou srdzku
a nelze k jejimu popisu pouzit zakon zachovani kinetické energie. Vyjdeme-li ze zakona
zachovani hybnosti (s ohledem na smér v némz srazka probihd a dobu trvani sréazky
muzeme kyvadlo a stfelu povazovat za izolovanou soustavu) muzeme psét

mv=(m+M)V,

kde V je rychlost, jiz se kyvadlo pohybuje i se stielou tésné po jejim zaseknuti. Pro velikost
rychlosti stfely tak dostaneme vzorec

m+ M
m

v =

V. (1)

Pocatecni rychlost kyvadla se zaseknutou stfelou snadno uréime z vysky h, do které se
kyvadlo vyhoupne

1
§(m+M)V2=(m+M)gh = V = +/2gh.
Vztah mezi vyskou h a ihlem ¢ najdeme z pravouhlého trojuhelniku
l—h

cosp = —— = h=1(1-cosp),

47
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takze po dosazeni predchozich vysledku do vztahu (1) uréime rychlost stiely jako

v= m+M\/29l(1—cosap) :2m+M\/ﬁ‘Sin§‘.
m

m

Kineticka energie stiely pred zaseknutim do kyvadla je

1
Eks = im'UQ,

kineticka energie kyvadla tésné po zaseknuti stiely je
1 m?
Fuc=—-(m+ MV? = ——— %
ke = 5 ) 2(m + M)
takze pomér téchto energii je
Ekk m

Eks m + M ’
odkud je vidét, ze pro m < M se pouze maléd cast kinetické energie stiely vyuzije na
urychleni kyvadla.

] Piiklad 6.6: Stiela v krabici
Stiela o hmotnosti m = 10 g byla vypalena do krabice s piskem o hmotnosti M = 2 kg lezici
na vodorovné podlozce a zasekla se v ni, pficemz ji posunula o vzdélenost [ = 25 cm. Vite-
li, Zze koeficient smykového tieni mezi krabici a podlozkou p = 0,2, vypocitejte rychlost
stiely a dobu pohybu krabice.

] Piiklad 6.7: Pruzna srazka astic
Céstice A o hmotnosti m, a kinetické energii £ se dokonale pruzné srazi s Gastici B o
hmotnosti mg, ktera je v klidu. Jaky musi byt pomér hmotnosti obou ¢éstic, aby ¢astice
B ziskala od ¢éstice A co nejvice energie? Cemu se tato energie rovna? Srazka probihd po
piimce.

D Priklad 6.8: Nepruzna srazka castic
Dveé castice stejné hmotnosti se srazi takovym zpusobem, ze po srazce zustanou spojené.
Jakd energie Ej se spotiebuje pii srazce, jestlize a) jedna ¢astice byla pred srdazkou v klidu
a druhd méla kinetickou energii £ a b) jestlize ¢astice mély pred srazkou stejnou kinetickou
energii £ a opacné rychlosti? Srazka v obou ptipadech probihd po piimce.

D Priklad 6.9: Srazkovy experiment
Céstice o (jadro hélia $He) se ve srdzkovém experimentu odrazila od neznamého ato-
mového jadra, pricemz pii srazce ztratila 75% své kinetické energie. Jakou hmotnost M
ma neznamé atomové jadro? Predpokladejte, ze srazka byla pruzna a probihala po ptimce.
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] piiklad 6.10: Paseraci

Dvé paseracké lodé o hmotnostech m; = 500kg a mo = 1000kg se pohybuji proti
sobé. V okamziku kdy se miji, predaji si posddky navzajem pytle se zbozim o hmot-
nosti m = 50kg. Nasledkem vymény se prvni lod zastavi a druhd pokracuje ptivodnim
smérem rychlosti vy, = 8 5ms~!. Jaké byly rychlosti v; a vy lodék pied vyménou zboz{?

Reseni: Ulohu vytesime s pomoci zdkona zachovani hybnosti, jelikoz je iloha jednorozmeérna,
vystac¢ime si s jednou slozkou piislusnych vektoru.

Prvni lodka mé pied vyménou hybnost p;, odevzddnim pytle piijde o Ap,, pifjetim
pytle ziskd Aps, vyslednd hybnost je pak pj. Druhd lodka md pred vyménou hybnost
pe, odevzdanim pytle ptijde o Apy, piijetim pytle ziska Ap;, vysledna hybnost je pak p).
Pomoci vzorcu muzeme psat

p1 — Apr + Aps = pl, p2 — Aps + Apy = py,

neboli
myvy — muy + muy = 0, Moy — MUy + MU = MaUsy.

Nula na pravé strané levé rovnice vyjadiuje skutecnost, ze prvni lod’ka se po vzdjemné
vymeéné pytlu zastavi.
Vyftesenim soustavy algebraickych rovnic dostaneme vysledek
mom (my — m)my ,

/
V1 = — (%Y Vg = Uy.
mimeo — MM — Mo mimeo — MMM — MaMm

Dosazenim ¢iselnych hodnot pak dostaneme (oznaéime-li smér druhé lodky po vymeéné

pytli za kladny) v; = —1ms™!, v, = 9ms 1.

Priklad 6.11: Chuze na lodi

Clovék o hmotnosti m = 75kg stoji na lodce o délce I = 2m a hmotnosti M = 25kg.
O jakou vzdalenost se posune vzhledem ke biehu, kdyz prejde z jednoho konce lodé na
druhy? Predpokldadejte pritom, ze odpor vody je mozné zanedbat.

Priklad 6.12: Nezabrzdéné délo

7 déla o hmotnosti M, které se muze volné pohybovat po vodorovné zemi byl vystielen
projektil o hmotnosti m. Vypocitejte smeér (elevaéni tihel o) pocéatecni rychlosti projektilu,
jestlize nastaveny elevacni thel déla byl a.

Piiklad 6.13: Dva voziky na pruziné

Dva voziky o hmotnostech m; a ms, které se mohou po-
hybovat bez tfeni podél vodorovné piimky a které jsou
opatfené pruzinovymi narazniky, jsou spojeny pevnym
vlaknem tak, Ze pruziny tuhosti £ jsou dohromady stlaceny
o vzdéalenost Ax. Jakymi rychlostmi se budou voziky pohybovat po prestiizeni vldkna,
pokud byly puvodné v klidu?

my mso
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Reseni: Potencialni energie stlacenych pruzin E, je po piestfizeni vldkna preménéna
v kinetickou energii voziku, takze plati
1 . 2 1 2

Ep = FEq + By = ik(Al’) = §m11}1 + §m2v2,
kde v a vy jsou rychlosti voziku podél dané piimky. Jelikoz voziky byly puvodné v klidu
a nepusobi na né (ve sméru pohybu) vnéjsi sily, zustava celkovd hybnost nulova a plati
tak

mqv; + Moty = 0 = MU = —Mals,

voziky se tedy pohybuji opaénymi smeéry. Vyfesenim soustavy rovnic dostaneme

mik mok

Vo = _—Ax v = —
2 mg(ml -+ mg) ’ !

Priklad 6.14: Dvé zavazi na pruziné
m e m, Dvezavazi o hmotnostech m; a my jsou spojena pruzinou o tuhosti

.Jmm. k. Vypocitejte periodu kmitu tohoto systému za predpokladu, ze
na néj nepusobi vnéjsi sily a ze pohyb je jednorozmérny.
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7. Mechanika tuhého télesa

] piiklad 7.1: Visut4 lavka
o Na visuté lavce o délce [ a hmotnosti M stoji ve vzdalenosti d
+ i {T ¢lovék o hmotnosti m. Vypocitejte, jakymi silami jsou napinany

T 2 zéavesy drzici lavku. Hmotnost zavésu zanedbejte.
d -

Reseni: Sily napinajici zavésy vypocteme z podminek stat-

ické rovnovahy. Aby ji bylo dosazeno, musi byt soucet vsech

pusobicich sil a momentu vzhledem k néjakému vztaznému bodu nulovy.

Pro sily tedy musi platit y
T .
T 2 J
T + T+ F, + F,. =0, 1
1 2 gl g ¥O l/2 d Tl . . 1
kde T a T jsou sily napinajici zavésy, Fy je tiha l l
lavky a Fg je tiha ¢lovéka. Rozepsdnim do slozek F
F 8¢
dostaneme gl
(T1+T2_Fgl_Fgé)j: 0 = Ti+1T :Fg1+Fgé- (1)

Zvolime-li za referen¢ni bod levy okraj lavky, musi platit pro momenty sil
Mg + M, + M, = 0,
pricemz rozepsanim do slozek dostaneme

[ 1 d
<_§Fgl_ngé+lT2) k=0 = 1,= §Fgl+7Fgé.

Dosazenim tohoto vysledku do pravé z rovnic (1) pak dostaneme

1 l—d
T]_ - §Fg1 + TFgé.

Dosazenim do vzorcu za tihu pak ziskame vysledky ve tvaru

M [—d M d

] Piiklad 7.2: Auto v zatacce
Automobil o hmotnosti m = 800 kg projizdi neklopenou zatackou
o poloméru kiivosti 7 = 180m rychlosti v = 108kmh ™.
Vypocitejte, jaké sily Fj, F}, pusobi na levd a prava kola, pokud je

d d lezi ve vysce h = 0,5 m nad zemi uprostied mezi koly vzdalenymi
2d = 2m. Jakou maximalni rychlosti v, muze automobil projet
zatackou po ¢tytech kolech?
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7. MECHANIKA TUHEHO TELESA

] piiklad 7.3: Jizda smrti
Jednou z cirkusovych atrakci je jizda na motocyklu po draze tvorené vnitini sténou valce
stojictho na své podstavé. Jakou nejmensi rychlosti musi motocyklista ve vodorovném
smeéru jet, aby se na svislé sténé udrzel? Jaky thel « pii této rychlosti svirda motocyklista
vzhledem ke kolmici na sténu? Polomér dréhy r = 10 m, koeficient smykového tieni mezi
sténou a pneumatikou p = 0,4 a vzdalenost hmotného sttedu motocyklu i s jezdcem
h = 1m od bodu dotyku pneumatiky a stény.

Reseni: Ulohu nejsnaze vyfesime z neinercidlni vztazné soustavy pevné spojené s moto-
cyklistou.
Aby jezdec ze stény nesklouzl, musi byt vyslednice na néj

J cosa pusobicich sil nulové, tedy (viz obrazek)
1 Fg+F0+Fs+Ft:07
o i F o PR
. = F " kde Fy je tihové sila, F, je odstrediva sila, Fy je reakce stény a

F, v e F je treci sila. Tuto rovnici muzeme piepsat ve slozkdch
h
r /\/ (Fo — Fy)i+ (Fy — Fy)j= 0,

takze musi platit

F,=F,, F, = F,. (1)
Pro odsttedivou silu, ktera pusobi v hmotném stiedu, plati

’U2

Fo=m—,
R
kde v je rychlost, m je hmotnost jezdce s motocyklem a R je vzdalenost hmotného stredu
od osy rotace, pro kterou plati (kvuli sklonu jezdce)
R =1r—hcosa.

Po dosazeni do levé z rovnic (1) pro reakci stény dostaneme

2

mu
Fi=—--
° r—hcosa
Pro tteci silu plati Fy = pFj, tato sila musi byt rovna (anebo vétsi) nez sila tihova
Fy, = mg, takze pro minimalni potiebnou rychlost dostaneme
2
mu r — hcos a
uky =mg = 'u—:mg = v:\/u. (2)
r — hcos 1

Déle je tteba urcit thel naklonu jezdce . Ten musi byt takovy, aby celkovy moment
sil byl nulovy a jezdec se nepteklopil. Prislusna podminka ma tvar

M, + M, = 0,

kde M, a M, jsou momenty tihové a odstiedivé sily vzhledem k bodu dotyku pneumatiky
se sténou. Rozepsanim do slozek dostaneme

(hFycosa — hF,sina)k=0 = Fycosa = F,sina.
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Odtud pak plyne

o r — Fy g(r — hcos )

7 5 =pu = «=arctanpu,
o v

kde jsme za rychlost dosadili ze vztahu (2). Dosazenim ¢iselnych hodnot dostaneme

a = arctan 0,4 = 21°48’, v=14,92ms ! =53, 7Tkmh '

] Piiklad 7.4: Cyklistav problém
Cyklista jede po roviné na jizdnim kole, jehoz kola se dotykaji vo-
zovky ve vzajemné vzdélenosti d a jejich koeficient smykovéh tieni

vozovkou uprostied mezi koly. S jakym maximélnim zpomalenim
muze jet beze smyku, pokud bude brzdit pouze zadni, respektive
pouze piedni brzdou?

vd/21d/2:
] piiklad 7.5: Zebiik

a) b) O sténu domu stoji opreny zebiik délky [. Koeficient
smykového tieni mezi zebfikem a zemi je u, tfeni mezi
zebiikem a sténou muzeme zanedbat. Vypocitejte a)
jaky nejmensi muze byt thel oy, aby zebiik nesklouzl.
Zjistéte b) co se stane, kdyz po zebiiku opfeném pod
thlem a,;, vystoupi clovek do vzdalenosti d.

] piiklad 7.6: Lahvace
Nésledujici tdlohu lze vytesit snadno i experimentalné, nicméné bychom to
meéli zvladnout i teoreticky. TTi lahve od piva postavime na sebe jako malou
pyramidu na sklenénou podlozku. Udrzi se pyramida, nebo se lahve rozjedou?

] Piiklad 7.7: Téziste kuzele

e fffrone o e 0

kde integral se pocita ptes celou hmotu m (objem V') télesa, p je jeho hustota. Posledni
rovnost plati pouze v piipadé homogenniho télesa (p = konst.). Integral (1) ma tii slozky

e e b e e L
V) V) (V)
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Umistime-li kuzel do souradnicové soustavy tak, ze jeho pod-
stava bude lezet v roviné zy a jeho osa bude totozna s osou z, bude
diky symetrii platit x* = 0, y* = 0. Abychom se vyhnuli pocitani
vicenasobného integralu pro urceni slozky z* polohového vektoru

d, teziste, redukujeme jej na integral jednoduchy. Vzhledem k tomu,
ze integrovana funkce je pouze funkci proménné z, vyjadiime ob-

x  jemovy element dV pomoci této proménné. Bude jim valecek ele-

%2, mentarni tloustky dz a poloméru r, jehoz elementdrni objem je

>
2<

N
A4

dV = mr? dz.

Vzhledem k tomu, ze tento objemovy element je nekonecné tenky, nelisi se jeho ele-
mentarni objem od objemu elementdrniho komolého kuZele. Pro polomér elementarniho
valecku dostaneme z geometrie ulohy

rza(l—%) = dV:7ra2<1—%>2dz.

Integrovat budeme pres cely objem kuzele, tedy

P Y L 2\ 2 ra® [" 222 28
z —V/o Ta <1_E> zdz—7 ; (Z_T—i_ﬁ) dz =

. h
wa® {22 223 24 ] ma’h?
0

V [2 3n 12V

5 " 3n T ae (2)

Pro objem kuzele V' dostaneme

h 2 h 2 2
B 9 z oy z oz B
V—/O Ta (1_E> dz-mz/o (1—7—1—?) dz =
2 37h

1
= 1a’® {z _= + Z—} = —7wa’h.
h  3h? g 9

@ Priklad 7.8: Tézisté polokoule
Urcete polohu tézisté homogenni polokoule o poloméru a.
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] Piiklad 7.9: Tézisté rovinnych objekti

y y Najdéte polohy tézisté rovinnych objektu, které ziskame
* N a) vyfiznutim ¢tverce, b) vyfiznutim trojihelnika z ho-
mogenniho ¢tverce o délce strany a.
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a b) a vysledné tézisté jako tézisté soustavy hmotnych bodu.
Postupné dostaneme

" _<CL (I) . _( a a) . _<CL CL)
e = \yy) Teo=\Typ7y) o \ypTy)

« 1 mm % m m a a
= [P i+ ) = ().

Ad b) Vzhledem k symetrii je ziejmé, ze y* = 0. x-ovou slozku polohového vektoru

trojuhelnik a ¢tverec. Pro ¢tverec diky symetrii dostaneme zf;, = a/4. Pro trojihelnik
potom

1 1 0 0
()

_8fa? 21 _8[ d @) _ a
a4 3], @[ 16 24] 6

. Soaty+ Sarh  S4+5(-%) a

S+ Sa S+5 9

] Piiklad 7.10: Palkruhovy stiil
Do jakého misté je nejlepsi umistit nohu ke stolu s pulkruhovou homogenni deskou o
poloméru R?

] piiklad 7.11: Dominové kostky
I Nejdelsi rozmér (délka) dominové kostky je [. Jaky maximalni
K——  pocet (N) kostek muzeme naskladat na sebe, jestlize vidy
kazdou dalsi posuneme oproti pod ni lezici kostce o Al = [/n,
kde n > 1 je celé cislo?

Al

>‘—K
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] piiklad 7.12: Ohnuty drat

Homogenni tenky drat konstantniho prutezu byl ohnut do pravého thle tak,
Ze jeho ramena maji délku a a b. Poté byl volné zavésen ke stropu. Vypocitejte,
pod jakym thlem « od vertikaly je odklonéno rameno, za které drat visi.

D Priklad 7.13: Moment setrvacnosti tyce
Vypocitejte moment setrvacnosti dlouhé a tenké homogenni
x> x> g . - , : )
tyce konstantniho prurezu délky [ a hmotnosti m, pokud je
osa rotace kolmd na osu tyce a prochazi a) sttedem tyce a b)
I okrajem tyce.

S
rd

Reseni: Moment setrvacnosti J tuhého télesa vzhledem
k néjaké ose rotace vypocteme pomoci vztahu

J:///TQdm,
(m)

kde integrace probihd ptres hmotu celého télesa a r je vzdalenost elementu dm od osy

rotace.

V pripadé, ze je ty¢ dlouha a uzkda, se muzeme vyhnout do
vypoctu vicenasobného integralu nasledujicim zpusobem, viz x> S
obrazek. Za element objemu zvolime vytez tyce tloustky dz, ( ) }

takze bude platit

dm = pdV = pSdz, 0

kde p je hustota. Pro moment setrvacnosti ad a) pak muzeme psat

1/2 23712 93 1
P 2
Jor = 2pSdx = pS | — = = —ml?,
' /l/zxp ey {3}1/2 12 12"

kde jsme dosadili za hustotu p = m/(SI). Vysledek je pouze piiblizny, pii vypoctu jsme
predpokladali, ze vzdédlenost kazdé cdsti vyrezu (elementarniho objemu) dV od osy rotace
je |z|.

Ad b) V piipadé, ze ty¢ rotuje kolem osy prochazejici kolmo jejim okrajem, dostaneme
moment setrvacnosti jako

37! S
%] _ St _ L e

l
Jokr = 2)Sdx == pS
k /OHJP x P [ . 3 3

K ziskani predchoziho vysledku bychom mohli pouzit i Steinerovu vétu

J = Jo+ma2,
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setrvacnosti vzhledem k paralelni ose O’ prochézejici ve vzdélenosti a od osy O. Bude

tedy platit
12 11 1
okr — Jsti = == - — l2:— l2.
Jolr = Jst +m(2) (12+4>m ik

Priklad 7.14: Moment setrvacnosti valce 1
Vypocitejte moment setrvacnosti homogenniho valce o poloméru R a hmotnosti m vzh-
ledem k jeho geometrické ose.

Reseni:
Moment setrvac¢nosti vypocitame z definiéniho

vztahu
J = / / / r2pdV.

V)

Abychom se vyhnuli vypoctu vicenasobného
integralu, vyjadiime objemovy element dV po-
moci proménné, jejiz funkei je integrovany
vyraz, zde proménné r. Geometricky se jedna o
véalcovou slupku o vysce h, poloméru r a tloustce
stény dr, viz obrazek. Objem tohoto elementu
najdeme bud jako diferencial objemu vélce

V = mr2h = dV = 2whrdr,

anebo ,narovnanim“ na tenky kvadr o stranach h,27r dr. Integraci pfes cely objem
dostaneme

AR B nphR*
41, 2

R
J = 27Tph/ r3dr = 21ph {
0

Vyjadrime-li hustotu jako
m m 1 2
= — = = —mM s
P=V = en 2

kde za hustotu jsme dosadili p = m/V = m/(7R?h).

Priklad 7.15: Moment setrvacnosti valce 2
Vypocitejte moment setrvacnosti homogenniho valce o hmotnosti m, poloméru R a vysce
h vzhledem k ose, jez je kolma k jeho geometrické ose a prochazi sttedem valce.

Priklad 7.16: Moment setrvacnosti koule
Vypocitejte moment setrvacnosti homogenni koule o hmotnosti m a poloméru R vzhledem
k ose prochazejici jejim stredem.
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D Priklad 7.17: Moment setrvacnosti mice
Vypocitejte moment setrvacnosti mice o hmotnosti m a poloméru R pro osu rotace
prochazejici stredem mice. Mi¢ si 1ze predstavit jako homogenni kulovou slupku zaned-
batelné tloustky (s ohledem na polomér R).

D Priklad 7.18: Moment setrvacnosti krychle
Vypocitejte moment setrvacnosti homogenni krychle o sitce strany a a hmotnosti m vzh-
ledem k ose prochazejici stiedy dvou protilehlych stén.
Reseni:
y Moment setrvacnosti vypocteme z definiéniho integralu

1 s=o [ Par

V)

Protoze krychle neni rotaéné symetrické téleso, nevyhneme
\fw se vypoctu vicenasobného integralu. Umistime-li ji do stiedu

kartézskych soutadnic a rotaéni osu ztotoznime s osou z,

2

muzeme psit dV = dadydz, r* = 9> + 22 a pro moment

setrvacnosti postupné dostaneme

a/2 a/2 a/2
J = p/ / / y+z dxdydz—p/ / y—i—z)dydz—
a/2 a/2 J—a/2 a/2J—a/2
a 1 1
= dz = —pa® = ~ma®
pa/_a/2(12+az) z 6pa Gma,

kde jsme v poslednim kroku dosadili p = m/V = m/a.

] Piiklad 7.19: Zavod koule a valce
Na naklonénou rovinu s thlem sklonu « polozime homogenni kouli a valec. Oba objekty
se zatnou bez smykani kutalet dolu. S jakym zrychlenim se budou pohybovat? Ktery
z objektl se bude kutélet rychleji?

Reseni:

Pii kutdleni koule ¢i valce (dale jen télesa) dochazi
jednak k rotaci télesa okolo hmotného stiedu a jed-
nak k jeho translaci. Pohyb muzeme vysettit napt.
pomoci zdkona zachovani energie. Necht v pozici
A, viz obrézek, je téleso v klidu a necht v misté B
je hladina nulové potencialni energie. Potom bude
platit

1 1
Exa + EpA = kg + EpB = mgh = 57711)2 + §Jou2,

kde prvni vyraz na pravé strané reprezentuje kinetickou energii translacni (hmotného
stfedu télesa) a druhy kinetickou energii rotacni (okolo hmotného stiedu), pricemz v je
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velikost rychlosti hmotného stiedu, w je velikost tithlové rychlosti a m je hmotnost télesa.
Jelikoz obvodova rychlost bodu v misté dotyku télesa a podlozky se rovnd rychlosti
hmotného stiedu, plati v = wR, kde R je polomér. Jelikoz déale plati h = [ sin o, muzeme
77K prepsat do tvaru

_ 1J , di 2¢glsin o
mglsina = —mv* + ——wv = v =

2 2 R2 at 1+ 7/ (mR2)

Diferencialni rovnici vyfresime separaci proménnych

dl 2gsin a 12 2¢gsin a
Y P St = dz =
i\ Ty ¢ / e 5/ mi) O
2gsin a 1 gsina 9
= WVl=|——Fr—t = l=-|—FFFF|1".
Vi=y g J/(mR2) 2 [1 + J/(mR2)}

Pozornym pohledem anebo dvojim derivovanim podle casu snadno zjistime, ze vyraz
v hranaté zavorce predstavuje zrychleni rovnomérné zrychleného pohybu, plati tedy

B gsin «
1+ J/(mR?)’
Pro kouli a valec tedy dostaneme
2 gsin o 5) 15
J, oule — ¢ R2 = oule - i )
koul 5m Qkoul 1+2/5 7g no = 21gsma
1 2 14
Jyglee = imR2 = Oyilec = fj%;; =3 gsina = o gsin a,

odkud je vidét, ze koule se bude kutalet rychleji nez vélec.

D Piiklad 7.20: Nebezpecny kousek s kulickou (modifikace piikladu 3.17)
Je tteba najit minimalni vysku h, ze které kdyz pustime malou
kulicku s nulovou pocatecni rychlosti, projede kruhovou drahu
47 (viz obréazek) o poloméru r tak, ze s ni bude po celou dobu v
kontaktu. Predpokladejte, ze kulicka se po draze kutali, jeji
polomér R lze zanedbat oproti poloméru drahy » a odpor vz-
duchu a valivy odpor lze zanedbat.

D Piiklad 7.21: Uder tiagem do koule

Tago bouchne do stiedu kuleénikové koule, takze se tato zacne
po stole smykat rychlosti o pocateéni velikosti vy. Koeficient
smykového tieni mezi platnem stolu a kouli je p. Diky tieni se
koule postupné roztaci, az se zacne pohybovat ¢isté valivym po-
hybem (kutélet). Jakou konecnou rychlosti se bude koule kutalet?

Vo
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] piiklad 7.22: Mi¢ a schod
Mi¢ (homogenni koule o poloméru a) se kutdli po vodorovné
roviné proti schodu vysky h < a rychlosti o velikosti v. Jaka

l} nejmensi musi tato rychlost byt, aby mi¢ schod prekonal?
Ptredpokladejte, ze srazka je nepruzna a mi¢ se po schodu
nesklouzne.

Napovéda: Vyuzijte skutecnosti, ze moment hybnosti mice vzhledem k bodu dotyku se
schodem se v okamziku srazky (dotyku se schodem) neméni!
Reseni:

Vypocitame velikost momentu hybnosti Lg mice vzh-
ledem k rohu schodu tésné pred srazkou. Mic¢ se jednak
otaci kolem své osy thlovou rychlosti wy = v/a a jed-
nak se posouva vzhledem ke schodu rychlosti v. Muzeme
proto psat 1

1
Ly = Jowo + amvusina = g(7a — 5h)mu,

kde bylo dosazeno Jy = 2/5ma? asina = (a—h)/a akde
m je hmotnost mice.

Jestlize je srazka nepruzna a mic o roh schodu neproklouzne, za¢ne se kolem ného otacet
uhlovou rychlosti wgy, kterou vyjadrime ze vztahu

JwSO - st

kde J je moment setrva¢nosti mice vzhledem k bodu lezicimu na jeho povrchu (rohu
schodu). Pocétecni kinetickou energii tohoto otac¢ivého pohybu muzeme vyjadiit jako

1 2
By = ~Ju? = =5
kT 57%0 = 5

Vyjadiime-li moment setrvacnosti ze Steinerovy véty

2 7
J = Zma® + ma® = gma2,

b}

muzeme pro pocatecni kinetickou energii psat

5 (Ta—5h\"
B —— (220 2.
k 14( 5a )m”

Dostane-li se mi¢ na schod, klesne jeho kineticka energie o AE = mgh, takze musi platit

5 <7a—5h>2 , \/ F9h
— | mv” > mgh = v >

14 5a 1—%'
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] piiklad 7.23: Razna kyvadla
: : : Mame ctyti objekty, které jsou zavéseny tak, aby mohly
kyvat kolem pevné osy: a) matematické kyvadlo (hmotny
bod zavéseny na nehmotném zavésu délky L), b) tenkou
tycku délky [, ¢) obru¢ o poloméru r, a d) kruhové deska o
a) b) c) d) polomeéru rq. Urcete, jaké rozméry musi mit tycka, obruc
a kruhova deska, aby kyvaly stejné jako matematické ky-

vadlo. Tlumeni kyvadel zanedbejte.

] Piiklad 7.24: Minimalni perioda
V jaké vzdalenosti od stfedu homogenni kruhové desky o poloméru R musi byt osa otaceni
(rovnobéznd s osou desky), aby perioda takto vytvoreného kyvadla byla minimélni?

] Piiklad 7.25: Rumpaél jesté jednou
Na rumpélu o poloméru r a momentu setrvacnosti J je na namotaném lané
zavéSen kbelik o hmotnosti m. S jakym zrychlenim pada kbelik do studné,
pokud se muze rumpal volné otacet a hmotnost lana muzeme zanedbat?

D Priklad 7.26: Tovarni komin
Stary tovarni komin vysky h tvaru dutého vélce byl u zédkladny podkopéan a spadl. Jakou
rychlosti dopadl na zem jeho nejvyssi bod? Bod v jaké vysce z dopadl na zem stejnou
rychlosti, jako kdyby padal volnym padem?

Reseni: P4d muzeme popsat jako otacivy pohyb kominu kolem zdkladny a vyuzit ZZE
B + Ep = Eixo + Epyo,

kde indexem 1 je oznacen stav pied zacatkem padu a indexem 2 stav pii dopadu. Jelikoz
pro moment setrvacnosti homogenni tyce vzhledem k ose prochézejici kolmo jejim okrajem

ht = h/2, muzeme ZZE ptepsat do tvaru

1 h 1 3
0 + mghy = §Jw2 +0 = mg— = —mh?w? = 2_ 29

276 YT ()

Jelikoz pro vztah mezi obvodovou a tthlovou rychlosti pohybu po kruznici o poloméru h
plati v = wh, dostaneme pro rychlost dopadu vrcholu kominu vztah

v = /3gh.

Odtud je vidét, ze vrchol kominu dopadne na zem rychlosti vétsi, nez kdyby padal volnym
padem, ¢emuz odpovida rychlost vy, = v/2gh.
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Pro obvodovou rychlost bodu puvodné ve vysce z plati v, = wz, dosazenim do pravého
vztahu (1) dostaneme

_[3g2?
v, = o
Jelikoz se tato rychlost ma rovnat rychlosti dopadu volnym padem z vysky z, tedy vyp, =
v/2gz, dostaneme tuto vysku porovnanim poslednich dvou vztahu

3922 2
ghz =29z = z:§h.

Uy = Uyps =

Priklad 7.27: Vystiel na tyc
Homogenni dievéna ty¢ délky I = 1m a hmotnosti M = 2kg se muze

ni vypélena stfela kolmo k ose rotace i tyci, ktera se zasekla na jejim
konci. Velikost rychlosti stiely v = 200ms~!, jeji hmotnost m = 10g.
Jakou 1hlovou rychlosti se ty¢ se zaseknutou strelou roztocila?

Piiklad 7.28: Uder do volné lezici tycky

Tycka délky | = 1,2m a hmotnosti m = 0, 1 kg lezi na dokonale hladké vodorovné rovine.
Na jeden konec tycky bylo kolmo vodorovné udefeno, pticemz velikost impulsu tderu
byla I = 1072Ns. Vypoctéte, jakou rychlosti v, se pohybuje hmotny stied tycky po
uderu. Vypoctéte, jakou thlovou rychlosti w se tycka po uderu otaci. Vypoctéte, jakou
vzdalenost L tycka urazi, nez vykona jednu otocku.

Priiklad 7.29: Jak premistit bednu

Bednu tvaru krychle je tfeba premistit do urcité vzdalenosti, ktera se rovna celoc¢iselnému
nasobku délky jeji hrany. Jednou ji tdhneme po zemi, podruhé prevracime pfes hranu.
Koeficient smykového treni mezi bednou a zemi je u. Pro jaké u je prace vykonana v obou
pripadech prepravy stejna?

Priklad 7.30: Jak pootocit kosmickou lodi

V ose kosmické lodi je umistén elektromotor, moment setrvacnosti jehoz rotoru vzhledem
k ose otaceni je J; = 2 x 103 kgm?. Kolikrat se musi rotor vzhledem k palubé kosmické
lodi otocit, ma-li se tato pootocit o tthel ¢, = 30°7 Moment setrvacnosti celé lodi vzhledem
k ose otdceni je J; = 12 kgm?.

ResSeni: Neptisobi-li na kosmickou lod Zaddné vnéjsi momenty sil, jednd se o izolovanou
soustavu a plati zakon zachovani momentu hybnosti

N
Z J,w, = konst.

n=1
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7. MECHANIKA TUHEHO TELESA

Jestlize byl vzhledem k néjaké IVS celkovy moment hybnosti lodi a rotoru pied jeho
rozto¢enim nulovy, zustane nulovy i po jeho spusténi a bude platit

erri + (Jl - Jr)wli - Oa

kde wy a wy jsou uhlové rychlosti rotoru a lodi vzhledem k IVS. Jelikoz pro thlovou
rychlost rotoru vzhledem k IVS plati w,; = wy + wy, kde wy je thlova rychlost rotoru
vzhledem k lodi, muzeme ZZMH prepsat do tvaru

Je(wa + wi) + (S — Jp)wi =0 = Jrwy = —Jwy,

lod se tedy bude otdcet opa¢nym smérem nez rotor.
Integraci posledniho vyrazu dostaneme

J) Ji
©rl = /wrldt = —ji/wh dt = —jigol.

Pro pocet otacek, které musi rotor vykonat pak plati

N — |90r1| _ iﬁ
2T 21 J,

L1 = 500.

Priklad 7.31: Na kolotoci

Clovék o hmotnosti m = 80kg stoji na okraji vodorovné kruhové desky o poloméru
r = 5m, kterd se muze volné (bez tieni) otacet kolem své osy. Vypocitejte, jakou tthlovou
rychlosti a jakym smérem se bude deska, ktera byla puvodné v klidu otacet, pokud clovéek
po jejim obvodu zaéne kracet rychlosti v = 1,5ms~!. Moment setrva¢nosti desky je
Jq = 4000 kg m?, rozméry clovéka (vzhledem k desce) zanedbejte.

Priklad 7.32: Kulicka na stole
Na vodorovném, dokonale hladkém stole rotuje na
provazku mala kulicka po kruhové trajektorii s
polomérem 7ry. Provéazek, jehoz hmotnost muzeme
zanedbat, je provlecen otvorem skrz desku stolu.
Vypocitejte, jakou praci musime vykonat, abychom
¢ zatahnutim za provazek zmensili polomér trajektorie
kulicky na polovinu, jestlize byla puvodné jeji kineticka

energie Fig.
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8. Pruznost a pevnost

] piiklad 8.1: Trzna délka dratu
Jakou délku [ musi mit médény drat zavéseny za jeden konec, aby se pretrhl vlastni vahou?
Pro hustotu médi a mez pevnosti plati p = 8930 kgm~?, o, = 200 MPa.

D Priklad 8.2: Jak zavésit bfemeno

Najdéte vzdélenost z, do které je na nosnik
T d T zanedbatelné hmotnosti tfeba zavésit bremeno
lo, E1,51 [ x - lo, E2,.52  hmotnosti m, aby a) mechanické napéti v obou
it zavesech bylo stejné a b) prodlouzeni obou zavésu

bylo stejné.

- Délka obou zavesu [y bez zatizeni je stejna,
prurezy a moduly pruznosti zavésu jsou ruzné (Sy, F1, Sa, E»).

Reseni:
Velikost sil F; a F, napinajicich zavésy ziskdme z podminek stat-
ické rovnovahy. Pro vyslednici sil musi platit d

F1+F2+Fg:0 = F1+F2—Fg:0, Fl > F2

kde F, = mg je tihova sila pusobici na bifemeno. m
Nulovy musi byt i vysledny moment sil. Vzhledem k levému i F
mistu uchyceni zdvésu k nosniku muzeme psat

MF1+MFg+MF2:0 = —ﬂng+dF2:O

7 téchto podminek plyne

Ad a) Hleddme polohu biemene z takovou, aby mechanické napéti v obou zavésech
bylo stejné. Musi platit
Bk d—uxz F,

o [ —

X
=5 % T4 5 a

B 1/5, B d
S, C1/S +1/Sy 14+81/Sy

Ad b) Hleddme polohu biemene x takovou, aby prodlouzeni obou zdvésu Al bylo
stejné. Z Hookova zakona dostaneme

FoAl Na
S o = ES

Aby bylo prodlouzeni obou zavésu stejné, musi platit

B loFl B (d—x)loFg :Al2: loFQ o .I'l(]Fg

Aly = — —
Y7 BLS, dE, S, E,Sy  dE»S,’
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8. PRUZNOST A PEVNOST

odtud pak dostaneme

B d/(E\S) B d
C1/(ELS)) +1/(EySy) 1+ E\Si/EySy

T

Pi#iklad 8.3: Splh po pruzném lané

Lano délky [y volné visi zavésené za jeden konec. Jakou préci musi vykonat ¢lovék hmot-
nosti m, aby vysplhal po celé délce lana a) za predpokladu, ze lano je tuhé a b) za
predpokladu, ze jeho modul pruznosti je F, prufez S a hmotnost lana muzeme zanedbat?

Piiklad 8.4: Komoly kuzel

Komoly kuzel o polomérech zakladen ri, ro a vysce h je stlacen silou o velikosti F' ve
sméru své osy. O jakou vzdélenost Ah se zmensi jeho vyska, jestlize zatizeni je rovnomérné
v kazdém prurezu kolmém k ose a modul pruznosti materialu kuzele je E?

Priklad 8.5: Prodlouzeni tyce vlastni vahou

O jakou délku Al se prodlouzi vlastni vahou tyc¢ délky [ a prufezu S zavésenda za jeden
konec, jestlize jeji material ma hustotu p a Younguv modul pruznosti £7

Resent:

e | 170 clement tyce délky dx muzeme psat Hookuv zdkon ve tvaru

d(Al)

dz =k dr
=
kde o je mechanické napéti uvazovaného elementu, d(Al)/dz je jeho rela-
tivni prodlouzeni (deformace) a E je Younguv modul pruznosti. Mechan-
ické napéti v elementu délky dx nachazejicim se ve vzdalenosti x od mista
x uchyceni je zpusobeno tihou ¢asti tyce pod nim a muzeme pro néj psat

Em
o=-2 J

T =g = pg(l — ).

Dosazenim do Hookova zakona muzeme psat

d(an =2 -a)

a celkové prodlouzeni dostaneme integraci pres celou délku tyce

l 2
[
Al="2 [ (1= 2)de =20

B, v)de =0
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8. PRUZNOST A PEVNOST

] piiklad 8.6: Pilii
Nosny pilit z materidlu o hustoté p kruhového prufezu ma podepirat

* bremeno tihy G. Jakd musi byt zavislost poloméru pilite r(z) na
vzdalenosti od bfemene, aby normalové napéti oy bylo po celé jeho

délce konstantni?
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9. Gravitacni pole

] piiklad 9.1: Geostacionarni druzice
Vypocitejte, do jaké vysky h nad povrch Zemé je tfeba umistit umélou druzici a jakou
rychlost ji je tfeba udélit, aby byla geostacionédrni, tj. jeji poloha vzhledem k Zemi byla
nepromenna.

Reseni: Na druzici pusobi Zemé gravitacni silou

—5 b (1)

kde s je gravitacni konstanta, m je hmotnost druzice, My je hmotnost Zemé a r je
polohovy vektor druzice vzhledem ke sttedu Zemé.
Ma-li se druzice pohybovat po kruhové trajektorii, musi se pohybovat s dostiedivym

zrychlenim

U2

aq = _T_2r’
kde v = konst. je velikost rychlosti druzice, které je podminéno pusobenim dostiedivé sily

U2

Fd = Tmayq = —mr—2r. (2)

Prislusna dostiediva sila je realizovana prave silou gravitacéni, takze porovnanim vztahu
(1) a (2) dostaneme

M.
)r:O = U2:% Z. (3)

r

mMy, v? m [ 5 %My
—x———r=—m5r = -
r r r

Ve vztahu (3) jsou dvé nezndmé. Soustavu rovnic uzavieme podminkou pro geosta-
cionarnost — perioda rotace druzice po kruhové trajektorii musi byt rovna periodé rotace

Zemé Ty, tudiz pro obvodovou rychlost musi platit

27
v =wr T, r (4)
Vyfesenim soustavy algebraickych rovnic (3) a (4) dostaneme vysku druzice nad povrchem
Zemé
M, T?
h=r—Ry={/Z%22 _ R, = 35833km
47

a obvodovou rychlost (rychlost, kterou musime druzici udeélit)

273
v= &7 3071 ms
1y

@ Priklad 9.2: Lano visici z nebe
Do jaké minimalni vzdalenosti od Zemé by muselo dosahovat dokonale pevné lano, aby
mohlo byt uchyceno nékde na rovniku a slouzilo k vytahové dopravé na geostacionarni
drahu?
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9. GRAVITACNI POLE

D Priiklad 9.3: Potencialni energie gravitacniho a tihového pole
Ukazte jak vyplyva vzorec pro potencidlni energii v homogennim tihovém poli Zemé E,r =
mgh z Newtonova gravitacniho zakona.

Reseni: Pro potencialni energii v gravitacnim poli Zemé plati

mMZ
r

Eyq = —» + C, r > Ry,

kde C' je libovolné konstanta, obvykle pro jednoduchost volime C' = 0.
Provedeme Tayloruv rozvoj kolem bodu r = Ry, pro h = r — Ry, plati

dE,q 1d?F ¢
E :E p _R _ p _R 2 o e —
pG PGl Ry, + dr (r 2)+ 2 dr? (r 2)” +
r=Ry r=Ryz
mMZ mMZ mMZ 2
= (- C h — he+ ...
("RZ ’ )”R% “my T

Prvni ¢len Taylorova rozvoje je konstantni. Bude-li platit h < Rz, muzeme tieti ¢len (a
¢leny vyssich fddu) zanedbat oproti ¢lenu druhému. Oznacime-li g = »>My /R, muzeme
psat

My,

E,g~ —x + C + mgh.

z
Zvolime-li C' = smMy/ Ry, dostaneme

EpG ~ mgh = EpT-

Vzorec E, = mgh je tedy pouze piiblizny a muzeme jej pouzivat pouze pro malé vysky
h, zanedbatelné oproti Ry.

D Priklad 9.4: Halleyova kometa
Obézna doba (perioda) Helleyovy komety Ty = 76let. Vypocitejte, jakd je délka velké
poloosy ay jeji trajektorie, vzdalenost afelia 7., a numerickd vystiednost ey, jestlize
pro vzdalenost perihelia plati r,;, = 0,6 AU. Pro velkou poloosu obézné trajektorie Zemé
priblizné plati az = 1 AU.

@ Priiklad 9.5: Sputnik 1
Prvni uméla druzice Zemé, Spunik 1, vypusténa Sovétskym svazem v roce 1957, méla
perigeum ve vysce h, = 227km nad zem{ a jeji rychlost v perigeu byla v, = 8kms™'.
Vypocitejte vysku apogea h, Sputniku 1 nad zemi a obéZznou periodu 7'. Pro hmotnost
Zemé plati My = 5,97 x 10** kg, pro polomér Zemé Ry = 6 378 km.

Resent: Zanedbdme-li brzdéni druzice o atmosféru, muzeme vyjit ze ZZE a ZZMH. Pro
mechanickou energii druzice v perigeu (p) a apogeu (a) muzeme psat

1 M. 1 M. 22 M, 22 M,
—mvg—%m Z:—mvg—%m RO P N By

2 Tp 2 T P Tp a T
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9. GRAVITACNI POLE

V perigeu a apogeu je vektor rychlosti druzice kolmy k polohovému vektoru,

Va
takze pro moment hybnosti vzhledem k Zemi muzeme psat P
TpMUp = TaMU, = TpUp = Taly. r
B a
Vylouéenfm rychlosti druzice v apogeu a algebraickou tipravou predchozich
rovnic dostaneme kvadratickou rovnici pro vzdalenost apogea od stredu
. r, .
s . D
Zemeé -

2\ 2 292
(25eMz — rpvg)r, — 22¢Mzryra + viry = 0. Vi
Resenim kvadratické rovnice dostaneme

sxeMyry, + (5Myry, — r2v?)

— 2 ’
25cMy, — 1p0;

Tal,2 =

kde kladné znaménko vede na nezajimavé feseni r, = 7, zatimco znaménko zaporné vede

na hledanou hodnotu
2.2
iU
ry, = ——————————.
_ 2
2xMy — rpvg;

Dosazenim ¢iselnych hodnot pro vysku apogea nad zemi dostaneme
h, =r, — Rz = 1089 km.
Pro délku velké poloosy plati

) he+ho 42
a=" ;rrpz + g+ Rz _ 2036 k.

Periodu obéhu kolem Zemé dostaneme ze tretiho Keplerova zakona jako

a> My a3 )
T2 o = T =2m S, = 98 minut.
D Priklad 9.6: Nejmensi rychlost druzice
v Ve vzdélenosti Ry od sttedu Zemé je vodorovné vystielena urcitou
P rychlosti uméla druzice. Jaka musi byt velikost této rychlosti vy,
Y ey aby se pohybovala po kruhové trajektorii? Jaka musi byt minimalni
Ry velikost rychlosti vy, aby tato druzice nedopadla na Zemi?
% Napoveéda: Vzddlenost perigea eliptické trajektorie musi byt prave
Ry i rovna poloméru Zemé Ry.

D Priklad 9.7: Doba obéhu druzice kolem planety
Jak souvisi perioda druzice obihajici planetu v jeji tésné blizkosti po kruhové trajektorii
s prumérnou hustotou planety?
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D Priklad 9.8: Hmotnost Slunce
Vypocitejte hmotnost Slunce Mg z doby obéhu Zemé Ty a z poloméru jeji dradhy Rzg =
149, 5 x 10% km o niz se predpokladd, Ze je kruhova. Jakd je obézna rychlost Zemé kolem
Slunce?
Reseni: Slunce na Zemi, obihajici zhruba po kruznici o poloméru Ryzg, pusobi gravitaéni
silou o velikosti

Ms My
A

Fakt, ze se Zemé pohybuje po kruhové trajektorii znamena, ze se pohybuje s dostfedivym

zrychlenim, které zpusobuje dosttediva sila o velikosti

FZS:%

U2

Fy= My;—. 2
d ZRZS ( )
Pro obvodovou rychlost Zemé ziejmé plati
2R
v="15 99 §kms (3)
1y

Jelikoz dostiedivou silu realizuje sila gravitacni, dostaneme porovnanim vztahu (1) a
(2) s vyuzitim (3) vysledek

> 7T

— = 1,99 x 10*" kg.
T2~ an? OIS

D Priklad 9.9: Hmotnost Jupiteru
Meésic obiha kolem Zemé po eliptické trajektorii s velkou poloosou ayy = 384400 km
s periodou® Ty = 27, 32 dne. Nejvétsi mésic Jupiteru (a soucasné celé sluneéni soustavy)
Ganymed se pohybuje po trajektorii s velkou poloosou ag = 1070000km s periodou
Tq = 7,15 dne. Kolikrat vétsi je hmotnost Jupiteru oproti Zemi?

D Piiklad 9.10: Svisly vrh do velké vysky
Do jaké vysky h vystoupi téleso vrhnuté svisle vzhiru z povrchu Zemé rychlosti o velikosti
vo? Jaka musi byt tato rychlost, aby téleso jiz nedopadlo zpét? Odpor vzduchu zanedbejte.

Reseni: Vyjdeme-li ze zakona zachovani energie, muzeme psat

mMZ

1
E=FE+ FE, = amv2 — = konst.,

”

kde My je hmotnost Zemé a r > Ry je vzdalenost od stfedu Zemé. Na povrchu Zemé,

odkud je téleso vrzeno, plati v = vy, r = Ry, ve vysce h, do které ma vystoupat, pak

plati v = 0,7 = Rz + h. Dosazenim do ZZE dostaneme
1 2 mMZ mMz

—muy — =

D RS
2 Ry Ry +h

- 25cMy, — viRy

h

3Jednd se o tzv. siderickou periodu, tedy vzhledem ke hvézdam. Synodické perioda (od novu k novu)
trva 29,53 dne.
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Aby téleso nedopadlo zpét na Zemi, musi se vyska h limitné blizit k nekonecnu, odkud
dostaneme

2%MZ

R, ~11,2kms™*,

22 My — USRZ =0 = Vo =

této rychlosti fikdme druha kosmicka rychlost.

@ Priklad 9.11: ITI. kosmicka rychlost
Vypocitejte nejmensi rychlost, kterou je tfeba udélit projektilu na povrchu Zemée, aby se
mohl vymanit z gravitaéniho pole Slunce?. Vliv atmosféry Zemé zanedbejte.
Napoveéda: Projektil je teba vystielit ve sméru vektoru okamzité obézné rychlosti Zemé
kolem Slunce.

D Priklad 9.12: Nulova gravitace mezi Mésicem a Zemi
V jaké vzddalenosti od stfedu Zemé je na spojnici Zemé-Mesic velikost gravitacni sily
pusobici na téleso o hmotnosti m nulova? Vzdalenost Zemé-Meésic je d, pro hmotnost
meésice pouzijte My = My /81.

D Priiklad 9.13: Pokusy na Zemi a Mésici
Vypocitejte, kolikrat vyse vyskocite na Mésici oproti Zemi za predpokladu, ze na obou
télesech jste schopni vyvinout stejny impuls sily. Vypocitejte, kolikrat rychleji jdou ky-
vadlové hodiny na Mésici oproti stejnym hodindm na Zemi.

D Priiklad 9.14: Skok do nekoneéna
Reknéme, 7ze priumérné zdatny clovék vyskodi na povrchu Zemé do vysky h = 1m.
Predstavme si déle, Zze tento ¢lovék stoji na povrchu planetky, jejiz hustota je stejna,
jako je prumérna hustota Zemé. Jaky polomér by planetka musela mit, aby se tento
¢lovék vyskokem vzhuru vymanil z jejiho gravitaéniho vlivu? Predpokladejme ptitom, ze
na Zemi i planetce je schopen pii vyskoku vyvinout stejny impuls sily.

Reseni: Jelikoz je clovék pred vyskokem v klidu, dostaneme pro pocéteéni rychlost

vyskoku vg
I = mug = Vg = i,
m
coz znamena, ze pocatecni rychlost vyskoku je pti konstantnim impulsu sily I na obou
télesech stejna.
Zname-li vysku vyskoku A na povrchu Zemé, ze ZZE snadno spoc¢teme pocatecni rychlost

vyskoku

1
§mv(2) = mgh = vg = \/2gh = 4,43ms ", (1)

4Neuvazujte moznost gravitacni asistence dalsich planet.
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Aby se pokusna osoba vymanila z gravitacniho pole planetky, musi byt tato rychlost
minimalné rovna tnikové rychlosti z jejiho povrchu. Velikost inikové rychlosti dostaneme

ze ZZE
1 mM, [22¢M
§mvg — X Rpp = 0 = Vg = Rp P’ (2)

kde M, a R, jsou hmotnost a polomér planetky. Nula na pravé strané rovnice vyjadiuje
skute¢nost, ze vymanit se z gravita¢niho pusobeni znamena dostat se do nekonecné
vzdélenosti od gravitujictho objektu (nulovd potencidlni energie), kinetickd energie zde
muze byt nulova.

Pro hmotnost planetky plati

M, = pV, = g7 Rpp, (3)
kde pro hustotu p dale dostaneme
. My 3My
Vi 4ATRy’
takze vztah (3) lze pfepsat do tvaru
3
M, = Mzg—g. (4)

Dosazenim posledniho vyrazu do vztahu (2) a porovnanim vysledku s (1) dostaneme

2%M2R2
2gh = —— P
R

Uvédomime-li si, ze pro tihové zrychleni na povrchu Zemé muzeme psat

%MZ
9= —"FJHa
R}

dostaneme dosazenim do ptedchozi rovnice vysledek

R, = \/hR; = 2,53km.

Priklad 9.15: Vlak pohanény gravitaci
Doprava na velké vzdalenosti by v budoucnu mohla byt vyfeSena
nasledujicim zpusobem. Mezi vzdalenymi misty na Zemi vykopeme piimy
/7 F tunel, umistime do néj vlak a jeho pohon svéifime gravitaci. Pokud by-
® ] chom mohli zanedbat tfeni a odpor prostiedi, jak dlouho by trvala cesta
od jednoho konce tunelu ke druhému? Uvazujte, ze Zemé je homogenni.
Napoveéda: Pri feseni vyuzijte skutecnosti, ze na vlak bude gravitacné
pusobit pouze hmota v myslené kouli o poloméru rovném vzdalenosti vlaku od stiedu
Zeme.
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D Piiklad 9.16: Stejna gravitace nad i pod povrchem Zemé

Najdéte takovou vzdalenost h od povrchu Zemé, ve které je velikost intenzity gravitacniho
pole nad i pod zemskym povrchem stejna. Predpokladejte ptritom, ze je Zemé homogenni.

Priklad 9.17: Volny pad na Slunce (matematicky naroc¢néjsi)

Kosmické lod’ se nachézi ve vzdélenosti R =Rzg = 149,5 x 10°km od Slunce, je vzhle-
dem k nému v klidu a kosmonauti provadi fyzikdlni experiment. Pfitom omylem vypusti
do volného prostoru veskeré palivo pro pohon lodi. Vypocitejte, jak dlouho bude padat
kosmickd lod na Slunce. Polomér Slunce je Rs = 696 000 km.

Piiklad 9.18: Potencial a intenzita gravitaéniho pole v okoli tyce (obecné)
y Vypocitejte potencial a intenzitu gravitacniho pole
A p(,y) v okoli tenké homogenni tyce délky 2/ a hmotnosti

| | |

-1 0 [
Priklad 9.19: Potencial a intenzita gravitacniho pole v ose tyce
Vypocitejte potencial a intenzitu gravitaéniho pole v ose tenké tyce délky 21 a hmotnosti
M ve vzdélenosti x > [ od jejiho stiedu.

Reseni: Budeme-li tenkou ty¢ povazovat za jednorozmérné téleso, muzeme pro potencial
ve vzdélenosti x od jejiho stredu psat

l !
o(z) = —%/ pdz + C,

l |x—x’|

kde p = M /2l je hmotnost vztazend na jednotku délky a C' je (libovolnd) konstanta. Pro
potencial tedy muzeme psat

»M (1 da! z=x—2 = dz=-—-dz M [*ldz
o) = - =2 Il Ry
20 ), x—=x l—=ax+1l, |—ax—1 21 epl %
»M el M x—1 M x—1
Ll = an’ 2l n(x+l>+0
Jelikoz pro intenzitu gravitacniho pole plati K = —V, muzeme pro z-ovou slozku tohoto
vektoru psat
Op M
K,=——=——1—. 1
Ox x? =12 (1)

Jelikoz tloha je rotacné symetrickd, musi tuto symetrii vykazovat i potencial a z toho
duvodu musi byt v ose tyce slozka vektoru intenzity pole kolma k ose x nulova, tedy
K, =0.
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9. GRAVITACNI POLE

Pokud by platilo x > [, muzeme vyraz (1) zjednodusit do tvaru
M

K, ~ T2
gravitaéni pole ve velké vzdalenosti od tyce odpovida gravitaé¢nimu poli hmotného bodu
stejné hmotnosti.

D Piiklad 9.20: Potencial a intenzita gravitacniho pole kolmo na osu tyce
Vypocitejte potencidl a intenzitu gravitacniho pole ve vzdalenosti y > 0 od stfedu tenké
tyce kolmo na jeji osu. Ty¢ ma délku 2/ a hmotnosti M.

D Priiklad 9.21: Potencial a intenzita gravitacniho pole v okoli hmotné pirimky
Vypocitejte potencidl a intenzitu gravitaéniho pole ve vzdalenosti y > 0 od (nekoneéné
dlouhé) piimky o délkové hustoté (= hmotnosti vztazené na jednotku délky) pu.

D Priklad 9.22: Potencial a intenzita gravitacniho pole v ose kruhové desky
Vypocitejte potencial a intenzitu gravitacniho pole ve vzdalenosti
x > 0 v ose homogenni tenké kruhové desky o poloméru a a hmot-
nosti M.

D Priklad 9.23: Potencial a intenzita gravitacniho pole uvniti a vné kulové slupky
Vypocitejte potencial a intenzitu gravita¢niho

¢ . pole ve vzdéalenosti x od stfedu homogenni
R a kulové slupky o poloméru a a hmotnosti M.
d9\ 9 Reseni: Elementérn{ thel do vytina na povrchu
0 "1~ koule plochu, ktera ma povrch
dS =27 Rdl = 27wa® sin ¥ dv,

N\

kde dI = add je délka oblouku vytatého
uhlem dd.

Hmotnost této plosky je dM = udS, kde p = M/S je hmotnost vztazend na jednotku
plochy a S = 4ma? je povrch koule. Protoze vzdalenost kazdého bodu na elementérni ploée
od mista v ose, kde ur¢ujeme potencidl je stejna, muzeme pro ni z kosinové véty psat

r2=a®>+ 22 —2axcost?d = r=+a2+ x2— 2axcos?.

Pro potencial vytvareny elementarni plochou muzeme psat

dM M sin 9 dd
= — = — .
7 r 2 Va2 + 2?2 — 2ax cosV
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9. GRAVITACNI POLE

Pro potencial vytvatreny celou kulovou plochou tedy bude platit

4 M [T sin 9 d
o= [ v = -2 [ == _
0 2 Jo Va?+ 22— 2axcos?

’t:a2+x2—2axcosz9 = dt =2axsinddv, |

0= (a—2)?% 7 (a+2)?,

—— =— =——(la+z|—|a—2z).
dar Jig_p2 V't 2az ( - )

M (atax)? dt M [\/Z] (a+z)? M
(a—x)?2 2ax

Rozepsanim absolutnich hodnot podle definice dostaneme

| =xM/a pro z < a,
L —xM/z pro = > a,

potencidl je tedy uvnitt slupky konstantni a vné je nepiimo umérny prvni mocniné
vzdalenosti od stfedu slupky.

Z duvodu symetrie je ziejmé, ze vektor intenzity gravitacniho pole mé radidlni smér a
pro prislusnou slozku plati

K, — 3_90_{ 0 pro = < a,

x| —xM/z* pro x> a,

Na hmotnou ¢astici kdekoliv uvniti homogenni kulové slupky pusobi nulova sila, vné miii
sila radidlné do stredu kulové slupky a je shodna se silou, kterou by na ¢astici pusobil
hmotny bod o hmotnosti M umistény na pozici stiredu kulové slupky.
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10. Specialni teorie relativity

] piiklad 10.1: Nadsvételna rychlost?

Hveézda se pohybuje rychlosti o velikosti v pod tthlem « vzhledem k pozorovateli
na Zemi. Jaka je zdanliva rychlost pohybu hvézdy po obloze? Pod jakym tihlem
by se hvézda musela pohybovat, aby tato rychlost byla nejvétsi? Jakou rychlosti
by se pod timto thlem musela pohybovat, aby se pozorovateli zdanliva rychlost
hvézdy po obloze jevila jako nadsvételna?

A%

Zeme
Reseni: Hvézda je v ¢ase t5 v misté A, které je od pozorovatele ve vzdélenosti

da = d. Pozorovatel se o tom dozvi v case t)y = ta + d/c, kde ¢ je rychlost svétla. Za cas
At se presune do mista B, které je od pozorovatele ve vzdalenosti dg = d — vAtcosa.
Pozorovatel se o tom dozvi v ¢ase t = tg + (d — vAtcosa)/c.

Pro zdanlivou rychlost, kterou se hvézda pohybuje po obloze tedy dostaneme

v At vAtsin o v sin o

u = = = :
tg =ty At(l—=%cosa) 1—2cosa

Najdeme tihel, pro ktery je rychlost « maximalni

du cosa — ¢ 0 v
— =— = = cosa = —
da (1 —%cosa)? c

Jelikoz pro u €< 0,7/2 > plati u > 0, pro a = 0 plati v = 0 a extrém je v tomto intervalu

jenom jeden, jedna se o maximum, takze zdanliva rychlost se jevi jako maximélni, pokud
v

Qv = arccos —.
Cc

Bude-li se hvézda vzhledem k pozorovateli pohybovat pod timto tthlem, bude pro zdanlivou

rychlost platit
V1 —cos? v

Umax = U .
1— %cosa 2

e
Dosazenim za un., = ¢ zjistime, Ze se tato rychlost bude pozorovateli jevit jako nadsvételna,
pokud bude platit

v >

S0

] piiklad 10.2: Mion
Miony® na Zemi vznikaji interakci kosmického zéfeni s molekulami vrchni vrstvy at-
mosféry. Stredni doba zivota mionu ve vztazné soustavé spojené s nim je 7 = 2,2 us.
Vypocitejte, jakou minimalni rychlosti se mion pohybuje, jestlize jej jsme schopni deteko-
vat na zemském povrchu.

Reseni: Vzhledem ke vztazné soustavé pevné spojené s mionem: Pohybuje-li se mion
smérem k Zemi, je pro néj vzdéalenost h zkracena diky kontrakci délek na vzdalenost

B = hy/1—0v2/c2

5Mion patii do rodiny leptonii, je to éastice podobnd elektronu, ma oproti nému 207 x vétsi hmotnost.
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10. SPECIALNI TEORIE RELATIVITY

Tuto vzdalenost musi urazit rychlosti v za ¢as 7, takze odtud dostaneme

hI-0?/E=vr =  v=-——— =0,99976c.
1+ 212 /h?

Ulohu stejné dobfe vyfesime ze vztazné soustavy spojené se Zemi. Pohybuje-li se mion
vzhledem k pozorovateli na Zemi, naméii tento jeho dobu zivota prodlouzenou diky di-

lataci ¢asu na -

V1=0v2/c2

Mion za tuto dobu musi rychlosti v urazit vzdalenost h, takze musi platit

/
T =

vT c
h=vr = ——— = v =

V1—=v?/c? 1+ 22 /h?

Priklad 10.3: Raketa

Raketa se od Zemé vzdaluje rychlosti v = 0,5 c smérem ke vzdalenému cili. Nedockava
posadka vystieli smérem k cili mensi pruzkumné plavidlo rychlosti v’ = 0,5 ¢ (vzhledem
k raketé). Jakou rychlosti u se pohybuje pruzkumné plavidlo vzhledem k Zemi?

ResSeni:

/
Vzhledem k relativistickym rychlostem nelze pouzit Galiletv ’ S Y S
vzorec pro skladani rychlosti u = u' 4 v, je tfeba pouzit vzorec ﬂ’ X’ li’
relativisticky. Oznac¢me vztaznou soustavu spojenou s raketou 0 > 0
jako S’ a vztaznou soustavu spojenou se Zemi jako S. Vzhledem

k Lorentzovym transformacnim vzorcum

>
/
€T

1

(%
=~ +ot"), t= (t’+—x’>, = —_—,
gl ) g 2 Uiy

muzeme pro slozku rychlosti u ve sméru osy x, tedy rychlost priuzkumného plavidla vzh-
ledem k Zemi, psat

/ t/
de dao/ +odt da’ | pdl u +v
dt dt
U = — = 7 g 7 7 = .
dt dv + 2 L+ 5% 1+uv/c

Dosazenim ¢iselnych hodnot dostaneme

_0,5¢+0,5¢

- —0,8¢.
YT 0,25 o¢

Priklad 10.4: Dvé rakety
K Zemi se blizi od Proximy Centauri raketa A rychlosti u; = 0,9 ¢, z opa¢ného sméru pak
raketa B rychlosti us = 0,8 ¢. Jakou rychlosti u se pohybuji obé rakety vuci sobé?
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10. SPECIALNI TEORIE RELATIVITY

] Piiklad 10.5: Svételné zablesky z rakety
Raketa se vzdaluje od Zemé rychlosti v = 0, 866 c. Posadka vysle zpét k Zemi dva svételné
zéblesky s ¢asovym odstupem At = 4s (méfeno hodinami v raketé). S jakym casovym

odstupem A7 tyto signdly zachyti v fidicim stfedisku na Zemi (méfeno hodinami na
Zemi)?

] piiklad 10.6: Relativisticky pirat silnic
Drzy tidi¢ projel kiizovatkou na cervenou. Policistovi, ktery jej zastavil, tvrdi, ze prosté
jel ,trochu rychleji a ¢ervenou barvu semaforu tedy vidél jako zelenou. Jakou rychlosti
by musel jet, aby cervené svétlo o vinové délce A\: = 700nm vidél jako svétlo zelené o
vlinové délce A\, = 550 nm?
N3épovéda: Vinova délka je vzdalenost, kterou vina (v nasem pripadé svétlo) urazi béhem
jedné periody.

D Priklad 10.7: Hustota
Jakou rychlosti se musi viici pozorovateli pohybovat téleso, aby jeho hustota byla dvojnasobné
oproti hustoté klidové?

@ Priiklad 10.8: Nabita castice v elektrickém poli
Na ¢astici s nabojem ¢ pusobi v elektrickém poli o intenzité E sila, pro kterou plati
F = qE. Vypocitejte casovou zavislost rychlosti a polohy castice o klidové hmotnosti
mp, umisténé v elektrickém poli o intenzite E = (F,0,0), jestlize v ¢ase t = 0 jsou jeji
polohovy vektor a rychlost nulové. Vypocet provedte nerelativisticky i relativisticky a
vysledky porovnejte.

Reseni: Jelikoz jsou pocatecni podminky nulové a intenzita elektrického pole mé nenulovou
pouze z-ovou slozku, bude se ¢astice pohybovat podél této osy. Polohovy vektor a vektor
rychlosti tedy budou mit tvar r = (x,0,0), v= (v,0,0).
Nerelativisticky vypocet. Integraci pohybové rovnice dostaneme

dv E Y ) E
me— =qF = dvo=""dt = / = [ Lac = v="

dt my 0 0o Mo Mo
7, posledniho vzorce vyplyva, ze rychlost by linedarné narustala a c¢astice by dosahla
rychlosti svétla v konetném case t. = myc/qE, coz je v rozporu se STR. Pro polohu
castice plati

de ¢E E z tyE E
v=2 o =T = /dn:/q—gdg I
dt myo mo 0 0 ™mo 2m0

Relativisticky vypocet. Jelikoz se ¢astice muze pohybovat velkymi rychlostmi, musime
pouzit k vyteseni ulohy relativistickou verzi pohybové rovnice

dp d ( mov

mov
—=—|——|=qFf = —
de dt \/1—02/02> I V1—=v?/c?

t
= / qF dn = qFt.
0
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10. SPECIALNI TEORIE RELATIVITY

7 posledniho vzorce vyjadiime algebraickou upravou rychlost

B qEct
\/m(2)02 + q2E2t2'

v

Snadno se muzeme presvédcit, ze rychlost je rostouci funkce, pro jejaz limitu v nekoneénu
plati

. qbct .t qbc ) qEc
Voo = limM = lim - = lim =
t—o0 \/mgcz + @E%22  toe t \/mgcz/p + 2E? o \/mgc2/t2 + ?E?

Vysledek tedy neni v rozporu se STR, ¢astice dosahne rychlosti svétla limitné az v
nekonecném case. Polohu ¢éastice dostaneme integraci rychlosti

. ¢ qEcn h— ¢ = mch—gq2E2n2 = ) 2dC :2241222E2 dn, ’ _
o \/m2+ QPEMp? 0 — mges, t — mye” +q Bt
_ L/nz?)chrqz}«;ztz % _ i[\/q m3c? g2 B2 _ Mo ( - @ - 1>
2qE )iz N/ m2c2 qF mac? '
Pro ¢*E*t? /m2c* < 1 muzeme vzorec pro polohu ¢éstice rozvinout do Taylorovy fady
a psat

E
Vidr—l~l+i1=2 o -2
2 2 2me

coz je nerelativisticka verze s omezenou platnosti pouze pro malé rychlosti.

@ Priklad 10.9: Kineticka energie podle Einsteina a podle Newtona
7Z relativistického vztahu pro kinetickou energii odvod'te vzorec pro kinetickou energii,
ktery znate z newtonovské mechaniky:.

Reseni: Kinetickou energii v STR definujeme jako rozdil mezi celkovou a klidovou energii,
takze pro ni plati

2
mocC 1
Eqg = mc? —myc® = ———— —mpc® = <7 1> moc.

\/1—1)2/02_ ’ \/1—2)2/02_

Relativisticky vzorec musi pro v/c — 0 prejit do tvaru vzorce newtonovské mechaniky.
Polozime-li x = v?/c* a uvédzime-li, ze
1 1

3 5
=1+ - .
— —|—2x+8x +16$ + ,

muzeme pro kinetickou energii psat
B 2 3 N 5 °
= —mov” + =mp— + —my—
R e T

Nerelativisticky vzorec pro kinetickou energii dostaneme limitnim pfechodem

+....

lim EkR = —7’)101)2 = EkN-
c—00 2
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Nerelativisticky vzorec pro kinetickou energii je pouze ptiblizny a plati jen pro malé
rychlosti (v/c < 1).

Priiklad 10.10: Kineticka energie rovna klidové
Jakou rychlosti se musi pohybovat v dané vztazné soustavé cCastice, aby jeji kineticka
energie a energie klidova si byly navzajem rovny?

Priiklad 10.11: Prulet galaxii

Vypoéitejte, jakou dobu trva prulet protonu kosmického zareni nasi Galaxii vzhledem ke
vztazné soustave spojené s galaxii a vzhledem ke vztazné soustavé spojené s protonem,
jestlize jeho energie £ = 10'°GeV. Klidovéa energie protonu FE, = 938 MeV, prumér
Galaxie d = 100000 svételnych let.

Priiklad 10.12: Jaderna fize
V roce 1970 spotiebovalo lidstvo energii ve vys§i E = 5,5 x 1013 kWh. Fuzni reaktor
v budoucnu muze produkovat energii slucovanim jader deuteria na jadra hélia

’D + 2D — “He + energie.

Vypocitejte, kolik kilogramu deuteria je potieba na pokryti ro¢ni potieby energie z roku
1970, jestlize pro klidové hmotnosti deuteria a hélia plati mop = 2,01363 amu, mog. =
4,00260 amu, kde pro atomovou hmotnostni jednotku plati 1 amu = 1, 6605402 x 10~%7 kg.

Piiklad 10.13: Rozpad pionu
Pion® 7~ nachdzejicf se v klidu se rozpadl na mion p~ a mionové antineutrino 7,,.
Vypocitejte energii mionu a neutrina, jestlize pro klidové energie pionu a mionu plati
Ery = 139,6 MeV, E, g = 105,7MeV a klidovou hmotnost antineutrina muzeme zaned-
bat. Vypocitejte rychlost mionu.

Reseni: Jelikoz pion byl pied rozpadem v klidu, plyne ze zdkona zachovani energie
E.nw=E,+E,.

Ze zakona zachovani hybnosti pak vyplyva, ze soucet hybnosti mionu a antineutrina musi
zustat nulovy, takze obé ¢astice se pohybuji opacnymi sméry a pro velikosti jejich hybnosti
plati

Pu = Pv-

Jelikoz pro celkovou energii plati

E? = E§ +p202

8Pion 7~ (m-mezon) je ¢astice sklddajici se z kvarku d a antikvarku %. Z kvarki jsou slozeny i ndm
duvérné zndme baryony jako proton (kvarky udu) a neutron (kvarky dud). StFedni doba Zivota pionu 7~
jeT=2,6x10"8%s.
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a klidovou energii antineutrina muzeme zanedbat, plati pro celkovou energii

Ero = \/ Elg + P2 + poc =\ B2y + p2c2 + ppc.

Odtud vyjadiime p,c jako

B, — Ex
(Ero — puc)2 = Eio +pic2 = E72ro — Eio =2 0puc = puc= Twou
Pro celkovou energii mionu tedy bude platit
2 2 12 2 2 2 2 2
E2 _ E2 +p202 _ E2 + (EWO - E,u(]) _ (ET('O + E,u,O) = E _ (ETI'O + E;LO)
LT A, 4EZ " 2En

Pro celkovou energii antineutrina muzeme psat
E2%, — E?
0 0
E, =pc=p,c=—"—".
2E

Dosazenim ¢iselnych hodnot dostaneme £, = 109,8 MeV, £, = 29,8 MeV. Pro rychlost

mionu plati
E2
v = 1——”0020,270.
V' E

Priiklad 10.14: Srazka c¢astic 1
Dveé ¢astice o stejnych klidovych hmotnostech mg se pohybuji po ptimce proti sobé tak,
ze pro velikost rychlosti kazdé z nich plati v = 3¢/5. Jejich srazkou vznikne nové ¢astice.
Jaka je jeji klidova hmotnost My?

Priklad 10.15: Srazka castic 2

Céstice o klidové hmotnosti my, pohybujici se rychlosti v = 4¢/5, se srazi s ¢dstici o stejné
hmotnosti mg, ktera je v klidu tak, ze vznikne nova céstice. Jakou klidovou hmotnost M,
ma nové vznikla ¢astice? Jakou rychlosti u se pohybuje?
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11. Mechanika kapalin

D Priiklad 11.1: Ledovec ve sklenici vody
Ve sklenici tvaru valce o poloméru R = 2cm plave ve vodé kostka ledu o objemu V =
1cm®. Vypocitejte, jakd ¢dst objemu ledu je nad hladinou a jakd pod hladinou. Uréete
déle, o kolik se zvedne hladina vody ve sklenici, jestlize led roztaje. Pro hustotu vody a
ledu platf p, = 1000kgm=3, p; = 920kgm 3.

Reseni: Na kostku ledu ptisobi tihové sila

F;=mg=pVg
a vztlakova sila, pro kterou dle Archimedova zakona plati
F, = —Mmvg = _vapg,

kde V,, je objem ponoifené ¢asti kostky. Ma-li kostka ledu spocivat na hladiné, musi byt
vyslednice obou sil nulova, tedy

F,+F,=0=(pV -pVp)g = pV —pVy = 0.
Odtud pak pro objem ponofené ¢asti a objem casti nad vodou V,, plyne

V,=2v—092v, V=-v-y=2"~

Pv Py

V =0,08V.

Protoze hmotnost kostky ledu zustane stejna i po jejim roztati, musi pro objem takto
vzniklé vody V' platit

m=pV=pV = v="y
Pv

Jelikoz objem V" je stejny jako objem ponofené ¢asti V/,, hladina ve sklenici se nezvysi.

D Priiklad 11.2: Plovouci mosazna koule
Jakou tloustku stény h musi mit mosazné koule o poloméru R = 10cm, aby plavala na
hladiné vody? Pro hustotu mosazi a vody plati p,, = 8 500kgm~2, p, = 1000kgm 3.

D Priklad 11.3: Valec plovouci v kapaliné
V kapaliné hustoty p plave ve svislé poloze valec poloméru r vysky h tak, ze je ze 4/5
své vysky pomoten pod hladinou. Jakou praci musime vykonat, abychom jej vytahli nad
hladinu?

] Piiklad 11.4: Archimedes
Bronzova? krychle ma tthu F, = 6300N, pokud ji ponoffme do vody, tak jeji tiha je
F,, = 5540 N. Vypocitejte, kolik procent jeji hmotnosti je tvoreno meédi a kolik cinem,

9Bronz je slitina médi a cinu.
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vite-li, Ze pro hustotu vody, médi a cinu plati p, = 1000kgm=3, p, = 8800kgm3,
pe = 7300 kgm~3. Vztlak vzduchu zanedbejte.

Reseni: Pro velikost tihové sily plati
Fy=pVy,

kde p je hustota a V' objem bronzové krychle. Pokud je krychle ponotfena ve vodé, je jeji
titha zmensena o vztlakovou silu, takze plati

Foo = Fy, — pVyg.
Odtud vypocteme objem a hustotu bronzové krychle jako

V:Fg_ng Iy Ly

p=-—L=—"F ) =8290kgm™
Pvy Vg Fg_ng

K hmotnosti krychle m ¢astecné prispiva hmotnost médi m,, a hmotnost cinu m., takze
plati
m = My + Me = PV = puViu + pcVe. (1)

Totéz plati pro objem

V=Vat+V.
Odtud muzeme vyjadrit napiiklad V., takze dosazenim do vztahu (1) dostaneme
p - pC v

PV = pmVm + pc(v - Vm) = Vi =
Pm — Pc

Jelikoz plati Vi, = my/pm a V = m/p, dostaneme dosazenim do posledniho vzorce vztah
pro hmotnostni podil médi ve tvaru

P = m . LTl Pm 7,

m Pm — Pc P

Odtud tedy vyplyva, ze hmotnost krychle je tvorena ze 70% meédi a z 30% cinem. Heuréka!

Priklad 11.5: Pokus u Mrtvého more

Maly izraelsky chlapec hodil do Mrtvého mote o hustoté p, =
1240 kg m~3 kouli z kiiry korkového dubu o hustoté p = 200 kgm ™3
a poloméru R = 10 cm. Vypocitejte, v jaké hloubce h pod hladinou
se nachéazi nejnizsi c¢ast plovouci koule.

Piiklad 11.6: Vazeni na rovnoramennych vahach

Predmeét hustoty p byl vyvazen na rovnoramennych vahach zavazim o hmotnosti m, a
hustoté p,. Jaka je hmotnost predmétu m, pokud hustota vzduchu v okamziku a misté
méreni byla p,?

83



11. MECHANIKA KAPALIN

] Piiklad 11.7: Dvé kapaliny v u-trubici
V u-trubici jsou nality dvé kapaliny, které se navzdjem nemisi.
Vypocitejte pomér jejich hustot z poméru vysek hladin hy a hs.

ho

hy P1

L.

D Priklad 11.8: Kmity kapaliny v u-trubici

Do svisle postavené u-trubice poloméru r je nalita idealni kapalina, délka
H jejthoz sloupce (viz obrézek) je ly a plati [y > r. Diky poklesu tlaku v levém
N rameni v ném vystoupi hladina kapaliny do vysky hg oproti rovnovazné hod-
ho noté a poté se tlaky v obou ramenech opét vyrovnaji. Jakd bude perioda
lo kmitu kapaliny v u-trubici?

] piiklad 11.9: Zkumavka

V idealni kapaliné o hustoté p plave zkumavka hmotnosti m, ktera
ma prurez S. Jaka bude perioda kmitu zkumavky, pokud ji vertikalné
vychylime z rovnovazné polohy a pustime?

Reseni: Na plovouci zkumavku pusobi jednak sila tihova F, = mgasila
vztlakova Fy, = —pVig, kde Vj je objem ponofené casti zkumavky. Pokud
je zkumavka v klidu, tyto dvé sily jsou v rovnovéze a plati Fy+ F, = 0. Jestlize zkumavku
vertikalné vychylime z rovnovazné polohy o vychylku y, bude pro vyslednici sil platit

F=—pSyy,

kde znaménko minus reprezentuje skutecnost, ze pokud zkumavku vychylime nahoru,
prevlddne tihové sila nad vztlakovou (vyslednd sila pak miii dolu) a pokud zkumavku
vychylime smérem dolu, prevladne sila vztlakova nad tihovou, kterazto mifi nahoru.
Pro pohybovou rovnici tedy plati
d? d? S
m—y:—pSgy = —2+My:0,
dt m
kde y je (jedind nenulova) vertikalni slozka vektoru vychylky. V pohybové rovnici poznavame
rovnici linearniho harmonického oscilatoru, takze ihned vidime, ze zkumavka bude po
vychyleni vykonavat harmonické kmity s periodou
S 2T m

_rSg

2
w .
" m wo pSg
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] piiklad 11.10: Rotujici nddoba
w Néadoba naplnénd kapalinou rotuje kolem své svislé osy uhlovou rychlosti w.

> Vypotitejte, podle jaké funkee = = 2(r) se vytvaruje hladina kapaliny po

dosazeni ustaleného stavu.

Reseni: Na kazdy ,element“ hladiny kapaliny o hmotnosti Am pusobi dvé
sily, odstiediva AF, a tihovd AF,. Jejich vyslednice mé v roviné rz slozky

AF, = AF, + AF, = (Amw’r, —Amg) = Am(w?r, —g),

kde 7 je vzdalenost elementu hladiny kapaliny od osy rotace. Jelikoz hlad-
ina kapaliny je diky tekutosti vzdy kolma na vyslednici pusobicich sil, svira
jeji teéna (v roviné rz) s horizontalou thel, pro jehoz tangens plati

dz AF, W

tana = — = =

dr  AF, g

Odtud pak plyne

2
wer
dz = —dr = z—/—dx——r2
g
hladina ma tedy tvar rota¢niho paraboloidu. Toho se vyuziva napiiklad v astronomii, kdy
takto zakiivena hladina se pouziva jako primarni zrcadlo dalekohledu, ktery ovsem muze
pozorovat pouze objekty v zenitu.

] Piiklad 11.11: Piehradni hraz
U prehradni hraze délky [ tvaru lichobéznikového hranolu
s thlem sklonu stén « saha voda do vysky h. Vypocitejte, jakou
h silou pusobi voda na prehradni hraz.

Reseni: Dosahuje-li voda do vysky h, tak ve vzddlenosti z ode
dna je tlak vody

p(2) = pg(h — 2),
kde p je hustota vody. Na elementarni plochu dS = [ds pusobi kolmo

sila o velikosti ::
pyl p(z) = [0l
dF = p(2)dS = pgl(h — z)ds = —Z—(h — z) dz. > Z‘ds v dz
SN &
~ /o)

Celkovou silu dostaneme integraci predchoziho vztahu

[ l 21h h2l
=2 /(h—z)dz: P [hz—z—} _ pont
0 0

sin o sin «v

85



11. MECHANIKA KAPALIN

] piiklad 11.12: Stavidlo
Stavidlo vodni nadrze je tvoreno deskou vysky h a sitky [, pricemz
Tﬂ L voda dosahuje az k jeho horni hrané. Vypocitejte, jakym momentem
20 sily se snazi voda stavidlem pootocit, pokud je upevnéno v ose lezici
ve vysce zg = h/2. V jaké vysce by muselo byt stavidlo upevnéno,
aby na néj voda pusobila nulovym momentem sily?

] priklad 11.13: Vodovod
7 vodovodu vytéka kruhovym otvorem o poloméru R voda pocatecni rychlosti
‘ o velikosti vg. Vypocitejte, jaka je zavislost poloméru vodniho proudu na
)vzdélenosti x od vodovodu. Vodu povazujte za nestlacitelnou kapalinu se
—<— zanedbatelnou viskozitou.

\%
T

] piiklad 11.14: Venturiho trubice

Venturiho trubice, viz obrazek, je zafizeni, pomoci néhoz lze
H urcit objemovy prutok @ kapaliny z rozdilu vysek hladin H
v trubicich pripojenych k tsekum potrubi s ruznymi prutezy
. —»Q

. (S a Sp). Najdéte vzorec pro vypocet objemového prutoku
S’ @ = Q(H). Kapalinu povazujte za idealni.
Sh 2

inu muzeme psat

Reseni: Podle Bernoulliho rovnice pro nestlacitelnou kapal-

1 L,
—pvy + pgz1 + p1 = —pv; + pgza + pa,

2 2
kde indexem 1 oznacujeme veliciny v Sir§im, a indexem 2 velic¢iny
v uzsim tuseku potrubi. Protoze je potrubi vodorovné, potencialni en- H
ergie kapaliny se neméni a z; = 2. Kapalina je nestlacitelnd, takze h1 (h
z rovnice kontinuity dostaneme N >
O
S
pu1S1 = pU2.5y = V2 = 015—7
2

Dosazenim do Bernoulliho rovnice muzeme vyjadrit rychlost proudéni v sirsim useku
potrubi

S? _|2(p1 —p2)S5
g T T )

Protoze pro objemovy prutok plati () = v1.S7 = 1255, muzeme psat

Q= 2(?1 —p2)5125%
p(Sf —S3)

1 2 ]‘ 2
50”1 +p1= §PU1

Tlaky p; a py vytlaci kapalinu v pomocnych trubicich do vysky hy a hg tak, ze plati

p1 = pghi, p2 = pghs = p1 —p2 = pg(h1 — he) = pgH.
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Vzorec pro vypocet objemového prutoku kapaliny tedy muzeme psat ve tvaru

29 H S%S2

T\ e-s

D Priklad 11.15: Za jak dlouho vytece kapalina z nadoby?

Nadoba konstantniho prurezu S; je naplnénd idealni kapalinou do vysky H.
Za jak dlouho vytece kapalina malym otvorem o prufezu S, vyvrtanym ve
dné nadoby? Pritom plati, ze S; > S.

H
S

l Reseni: Vyjdeme z Bernoulliho rovnice

1

—pvi + pgz1 + pr

1
5 = —pvs + pgza + pa,

2

kde index 1 piislusi ¢éstici kapaliny na hladiné a index 2 ¢astici v misté vytoku kapaliny.
V misté vytoku i na hladiné je stejny (barometricky) tlak p; = py. Oznacime-li déle vysku
hladiny kapaliny nad vypustnim otvorem z = z; — 29, muzeme Bernoulliho rovnici prepsat

do tvaru
L L
50”1 +pgz = §PU2'

Jelikoz z rovnice kontinuity plyne vy = v1.51/.S2, muzeme déle psét
1 1 5,5 dz 2953z Sy
_ = - _ —=\/2
2PU1 +pg9z = PU1 52 U1 q SQ 52 S, 9z,

kde znaménko minus vyjadiuje skutecnost, ze vy je velikost rychlosti a hladina kapaliny
klesé (dz/dt < 0). V poslednim vzorci jsme ve jmenovateli zlomku zanedbali S3 oproti
S?%. Provedeme separaci proménnych

dz— \/7dt:>—/dz— f/dté?ﬁ:%@T,
H 1

Z Z

takze pro dobu vytoku kapaliny z nadoby muzeme psat

31 2H

T =
Sy
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] piiklad 11.16: Vodni hodiny
Vodni hodiny se pouzivaly v Egypté jiz pred vice nez 3700 lety. Jedna

z
se o osové symetrickou nddobu naplnénou vodou, ktera z ni vytéka
k malym otvorem ve dné. Nadoba musi mit takovy tvar, aby hladina kle-
.
l \%

sala rovnomeérné (konstantni rychlosti), z jeji vysky se odecitd cas. Najdéte

zavislost poloméru této nddoby na vysce ode dna r(z). Predpokladejte

pritom, ze plocha vypustniho otvoru S je vyrazné mensi nez plocha hladiny
a vodu povazujte za idedlni kapalinu.

] Priklad 11.17: Injekéni stiikacka
Injekéni sttikacka o vnitinim prumeéru dg = 10 mm je zakoncena jehlou o vnitinim pruméru

di = 1mm. Jakou silou musime pusobit na pist stiikacky, abychom kapalinu hustoty
= 1200kgm~ a objemu AV = 10ml vytlacili za ¢as At = 1s? Kapalinu povazujte za
idedlni.

] Piiklad 11.18: Vyska hladiny
Do valcové nadoby poloméru » = 5cem a vysky H = 20 cm stojici na podstave pritéka
z vodovodu voda s objemovym pritokem ¢ = 140 cm?3 st V jaké vysce h se ustali hladina,
pokud ve dné nadoby je otvor o plose S = 1cm?? Vodu povazujte za idedlni kapalinu.

D Priklad 11.19: Z jaké vysky dostiikne kapalina nejdale?
Nadoba je naplnéna idealni kapalinou az do vysky H. Do jaké

vysky z ode dna nadoby musime vyvrtat ve svislé sténé maly otvor,

H aby kapalina dostiikla nejdale? Jaka je tato maximalni vzdéalenost?

..... L Predpokladejte, ze Otvor je tak maly, ze jeho plochu muzeme oproti
TZ . plose hladiny zcela zanedbat.

> Reseni: Z Bernoulliho rovnice plyne

%pvf + pgz +p1 = %pvg + pgz2 + P2,

kde velic¢iny s indexem 1 se tykaji ¢astice na hladiné a veli¢iny s indexem 2 ¢astice v misté
vytoku kapaliny. Na hladiné a v misté vytoku je stejny (barometricky) tlak, takze p; = po.
Oznacime-li plochu hladiny S; a plochu vystupniho otvoru Ss, plyne z rovnice kontinuity
v1 = 1255 /S;. Protoze podle predpokladu Sy < S, muzeme velikost rychlosti v; zanedbat
a Bernoulliho rovnici psat ve tvaru (Torricelliho vzorec)

1
pgH = §pv§ + pgz = vy = \/29(H — 2).
Céstice kapaliny se vné nadoby pohybuji volnym padem — vzhledem k tomu, 7e rychlost

ve ma smér kolmy ke svislé sténé nadoby (Pascaluv zakon), jednéd se o vodorovny vrh
z vysky z. Jelikoz pro dobu letu plati t, = /2z/g, muzeme pro vzdalenost, kam az

kapalina dopadne, psat
T = oty = 24/ 2(H — 2).
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Najdeme extrém
dx H -2z H
—=——=0 = Zmax — s
dz 2(H — 2) 2
takze kapalina nejdale dolétne za predpokladu, ze otvor bude umistén v poloviéni vysce
hladiny kapaliny. Pro tuto maximalni vzdalenost plati

Tmax — 2\/ZmaX<H - Zmax) = H.

D Priklad 11.20: Do stejné vzdalenosti

Do svislé stény nadoby jsou vyvrtany dva malé otvory ve
29 vyskach z; a 25 ode dna. V jaké vySce H musi byt hladina idedlni
kapaliny, aby tato z obou otvoru dosttikla do stejné vzdélenosti?
H || 2 Jakd je tato vzdélenost?

: i
1T
\
>
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12. Elektrostatické pole

D Piiklad 12.1: Kdo je silnéjsi, Coulomb nebo Newton?
Vypocitejte pomér velikosti gravitacéni a elektrostatické sily, kterou na sebe pusobi dva
elektrony.

D Priklad 12.2: Nabité kuliécky na provazku
Dvé malé stejné nabité kulicky o stejnych hmotnostech m = 0,5g jsou
zavéseny ve vzduchu v jednom bodé na nehmotnych vldknech délky [ = 1m.
Jaky je jejich naboj ¢, jestlize pro jejich vzdalenost zapticinénou elektrostat-
ickym odpuzovanim plati d = 5cm?

J /"4 Regeni: Na kulicky pusobi jednak tihov sila (smérem dolu), pro jejiz velikost
k—sl plati
Fy=mg

a elektrostatickd odpudiva sila, pro jejiz velikost plati

q2

Fo=—1 .
¢ 47T€Qd2

Vlakno kulicky se vychyli pod takovym thlem, aby vysledny moment
obou sil vzhledem k mistu uchyceni vlakna byl nulovy. To nastane tehdy,
bude-li mit vyslednice sil smér vychyleni vlakna, tedy bude-li platit

Fe ¢
tana = —

F, N dregmgd?
Pro tan a dale plati

d/2

tan o = ————,
V02— d?/4
takze porovnanim obou vzorcu dostaneme

2 d/2 4 d3
T _ / = g EOIT 584 % 1070 C
dregmgd? 2 —d2/4 412 — d?

] Piiklad 12.3: T¥i niboje

¢ +Q —q V jakém poméru musi byt velikosti bodovych naboju ¢ a () opacného
@ ® °- znaménka, volné umisténych symetricky v jedné piimce, aby tato kon-
l l figurace byla v rovnovéze? Je tato rovnovaha stabilni, nebo labilni?
Mq Napovéda: Stabilitu vysettite tak, ze posunete jeden z néboju z

rovnovazné polohy doleva nebo doprava o malou vzdéalenost Ax a zjistite, zda ma vysledna
sila tendenci tuto vzdélenost zvétsovat (labilni rovnovéha), nebo zmensovat (stabilni
rovnovaha).
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Reseni: Vzhledem k symetrii tlohy staci vysetiovat napf. jen sily pusobici na pravy
naboj. Sila pusobici mezi ndboji —q a —q je odpudiva, sila pusobici mezi naboji +Q a —q
je pritazliva. Pravy (a diky symetrii i levy a prostiedni) ndboj bude v rovnovéze, jestlize
vyslednice sil na néj pusobicich bude nulova.

Pro tuto vyslednici plati —q i) Fo, —q F,
e > e —
F=Fyq+Fy= I ] l() |+l
Q@ . qq

T T meol?  Imeg(202
__1 <2 _ ) :
471'60[2 4 Q b

kde i je jednotkovy vektor ve sméru osy z. Ze vzorce je patrné, ze aby byly naboje
v rovnovaze, musi platit ¢ = 4Q).

Stabilitu konfigurace vysettime tak, ze posuneme pravy naboj o vzdalenost Az, kde
|Az/l] < 1 smérem doprava a zjistime, jaky smér ma vyslednice sil. Pro z-ovou slozku
této sily bude platit

P qq B qQ _ 16Q° B 4Q? _
dmeo(20 + Ax)?  Ameo(l + Ax)?  Ameo(2l + Ax)? Ameo(l + Ax)?
B Q_2 4 B 1 % 1 B 1
Comee | 2L+ Ax)2 (I Ax)2| meol? (14 Az/20)2 (14 Ax/D)?]’
S vyuzitim Taylorova rozvoje
1
——x~1-2
(1+y)? !

muzeme vzorec pro vyslednici sil dale zjednodusit

Q? Ax Ax Q?
F 1—2=0) — (1-220) | = = Aw
Teol? 2l z Teold

Odtud vyplyva, ze konfigurace je v labilni rovnovéze, nebot pusobici sila mé smér vychylky,
kterou tim zvétsuje.

] Piiklad 12.4: Pét naboju
—q Ctyti bodové naboje o velikosti ¢ jsou volné umistény ve vrcholech

—-q

. @ Ctverce o strané a. Jakou velikost ) musi mit naboj opac¢ného
L : znaménka umistény ve stiedu ¢tverce, aby celda konfigurace byla
Q7 v rovnovaze?
- a
@ e e
—q a —q
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D Priiklad 12.5: Potencial a intenzita elektrického pole v ose kruhové smycky
Q Vypocitejte potencidl a intenzitu elektrického pole v ose kruhové
smycky o poloméru a. V jaké vzdélenosti je na ose smycky velikost
___________ poy intenzity elektrického pole maximdlni? Smycka je rovnomérné
z nabita ndbojem () a je umisténa ve vzduchu.

Reseni: Pro linedrni hustotu néboje 7 plati 7 = Q/I =
@ /2ma. Pro potencidl generovany bodovym nabojem d@) muzeme
z Coulombova zakona psat
_ @

dmeor’

kde r je vzdalenost naboje a mista, v némz potencial urcujeme. Jelikoz v tomto ptripadeé je
naboj rovnomérné rozmistén na smycce, muzeme ji rozdélit na elementarni useky délky di,
pricemz kazdy z nich nese naboj d@Q) = 7dl, takze celkovy potencial dostaneme ,sectenim*
vSech prispévku jako

1 Tdl

 dme r

Polozime-li smycku do pocatku roviny zy, muzeme ji popsat parametrickymi rovnicemi
T = acos q, Yy = asina.
Pro diferencidly souradnic a délky odtud dostaneme
dz = —asinada, dy=acosada = dl=+/(dz)?+ (dy)? = ada.
Jelikoz pro vzdélenost elementu smycky a mista v némz urcujeme potencidl plati

r=a24+y?+ 22 =Va?+ 22,

muzeme pro potencial v ose smycky psat

_ @ /%M___Q__
7 8m2eova + 22 Jo dreova® + 22
Intenzitu elektrického pole vypocteme z vzorce
E = —Vp. Vzhledem k symetrii bude v ose
smycky nenulova pouze z-ova slozka intenzity a
bude pro ni platit

dp  Q z
0z  4meg (a2 + 22)3/2°
Maxima velikosti intenzity dostaneme z podminky pro extrém

OE, 0 - (a® + 2%)%? = 322(a® + 2°)/?  (a® + %) — 327
0z (a? + 22)3  (a® + 22)5/2

odkud pak vyplyva

E, =

=0,

z:j:i.

V2

Jelikoz v kazdém z podintervalu (—o0,0), < 0,00) je pouze jeden stacionarni bod a dale
E.(0) = 0 a totéz plati pro limity v +00, musi se jednat o extrémy.
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@ Piiklad 12.6: Potencial a intenzita elektrického pole v ose kruhové desky

Q Vypocitejte potencial a intenzitu elektrického pole v ose tenké
i kruhové desky o poloméru a, jestlize plosnd hustota naboje

_____ . ) s desky o je konstantni. Jak zavisi intenzita elektrického pole na
0 z vzdalenosti od desky pro z < a?

D Priklad 12.7: Potencial a intenzita elektrického pole v okoli nabité niti
Vypocitejte potencial a intenzitu elektrického pole ve vzdalenosti a od nekonecné dlouhé
niti rovnomérné nabité nabojem o linedrni hustoté 7. Permitivita prostiedi ¢ = €.

Reseni:
dE, dE g . . , e 1
Nabitou nit polozime na osu z. Element niti délky
dE, i dx nese ndboj dQ = 7dx a ve vzdalenosti r vytvaii
da r podle Coulombova zdkona intenzitu elektrického pole
a
T r x dx
u 0 T re dE - T r(]
T 0 4regr?

Tento vektor muzeme rozlozit na tec¢nou slozku F, a na slozku normalovou F,,, pro které
plati

xdx T adx
dE,, =dFE = m—
Areo (a® + 22)3/2 R e (a? + 22)3/2

dF, =dEsina =
Pro celkovou tecnou slozku vektoru intenzity elektrického pole dostaneme integraci

T o rdx
E, = =0,
dreg /_OO (a? + 22)3/2

nebot funkce integrovand v symetrickych mezich je lichd. Pro celkovou normélovou slozku
intenzity pole muzeme psat

g - at /°° dz B
" dmey oo (a2 F22)3/2

r=atan(, d( =a/cos®*Cd¢ |
—00 = —7/2, 00 — /2 N

T /Wﬂcos(dC: T [sing]ﬂ/2 S

dreoa J o Amena —x/2 2mepa’

kde jsme pouzili zndmy vzorec 1 + tan?¢ = 1/cos? (. Velikost intenzity klesd s prvni
mocninou vzdalenosti od nabité niti a ve vektorovém tvaru muzeme psat

E=_"

.
2mega da

Pro potencidl muzeme psat

1 d
@:—/Edr:— T /_no.dr:— T _CL:_ T
2me a 2me a 2meg

Ina+ K,

kde K je integracéni konstanta (potencidl je definovany az na konstantu).
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] piiklad 12.8: Dvé nabité niti
Vypoéitejte, jakou silou na sebe pusobi dvé velmi dlouhé rovnobézné niti nabité s linedrnimi
hustotami naboje 7 a 7, jejichz vzajemnd vzdéalenost je h.

] Piiklad 12.9: Nevodiva nabit4 koule
Vypocitejte intenzitu a potencial elektrického pole uvnitt a vné nevodivé nabité koule
o poloméru R, kterd je rovnomérné nabita ndbojem ) (objemové hustota ndboje p je
konstantni). Pro permitivitu koule i jejiho okoli plati e = &q.

Reseni:

Vzhledem k centralni symetrii tlohy se muzeme za pouziti
Gaussova zakona vyhnout vypoctu trojného integralu. Po-
dle Gaussova zdkona je tok vektoru intenzity elektrického
pole plochou ¥ rovny celkovému naboji uvnitt této plochy
délenému elektrickou konstantou

ﬂEdS: Q. (1)
. €o
- P

Vzhledem k centrélni symetrii zkoumané konfigurace musi
platit
E = E(T‘)I‘(),

kde ry je radialni jednotkovy vektor. Intenzitu elektrického pole vypocteme tak, ze inte-
gracni plochou zvolime kulovou plochu o poloméru r se stiedem ve sttedu nabité koule.
Pro orientovany element plochy pak muzeme psat dS = nydS a pro tok vektoru intenzity
elektrického pole bude platit

ﬂE .dS = ﬁ{E(T)rO -nydS = #E(T) ds = E(r) #ds = E(r)Y = 47r*E(r),

b b b

nebot v daném bodé jsou jednotkové vektory ry a mg kolinedrni a plati ro - ng = 1 a
velikost intenzity elektrického pole je na integracni plose (diky symetrii) konstantni.
Pror > R (integracni plocha je vné nabité koule) je cely ndboj uzavien uvniti integracéni
plochy ¥, a z Gaussova zakona dostaneme
Q Q

2 Q
dnreb, = — = EO:—2 = E,= 5 X0,
€0 4regr dmegr

Vzorec pro vektor intenzity elektrického pole ma tedy stejny tvar, jako v piipadé bodového
naboje.

Pro r < R (integra¢ni plocha je uvniti nabité
koule) je v integracni plose 3 uzaviena jen Cast F
celkového naboje. Pro tento ndboj Q' plati

max

4 4 Q rs
r_ = 3. _ = 3 _ o
Q' = 37rr p= 3717“ T = Ops

3
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12. ELEKTROSTATICKE POLE

Dosazenim do Gaussova zédkona dostaneme

4rr? By = g = Qi
' o o R3
Q Q
i = 73 = i = T a3l
dregR3 : dregR3 r

velikost intenzity elektrického pole od stredu koule tedy linedrné narusta.
Potencial vypocteme z definice
p=— / E - dr.
Vné nabité koule bude platit
goo——/Eo-dr—— ¢ o qr= ¢ ﬁ: ¢ + (Y,

drey ) 12 dmey ) 12 Admegr

kde C] je integrac¢ni konstanta.
Uvnitt nabité koule bude platit

Q Q Q
= | E-dr=— dr=——"— [ rdr=———1? + (.
14 / r 47T€0R3 r s 47T€0R3 rar 87T50R3r tL2

Jelikoz potencial je z definice spojita funkce, je tfeba obé feSeni ,sesit* vhodnou volbou
integracnich konstant C; a (5, naptiklad takto: Pokud polozime C; = 0, bude potenciél
v nekoneénu nulovy a bude platit

) — Q
47T€QR .

Po(R
Aby byl potencial pro r = R spojitou funkeci, musi dale platit

lim ¢i(R) = ¢o(R).

r—R—
Odtud dostaneme

@
87T€0R3

_ Q@
47T€0R

R? + Cy

Pro potencial tak muzeme psat

— _87T£R3T2 + 87?5%]{7 pro r < R, 0
7 - pro r > R.

4meqr’

] piiklad 12.10: Vodivé nabita koule
Vypocitejte intenzitu a potencial elektrického pole uvniti a vné vodivé koule o poloméru
R, ktera je nabita ndbojem (). Pro permitivitu koule i jejiho okoli plati ¢ = .
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12. ELEKTROSTATICKE POLE

] Priklad 12.11: Kapky
Vodni kapka vznikla spojenim N = 6 stejnych kapicek, z nichz kazdd meéla (oproti
nekonecénu) potencial ¢; = 1kV. Jaky ma potencidl ¢ (oproti nekoneénu) nové vznikla
kapka?

D Piiklad 12.12: Deskovy kondenzator 1

Plocha polepii deskového kondenzétoru S = 200 cm?. Mezi polepy
je sklo tloustky dy = 1mm s permitivitou 5 = Tgy. Kazda ze
stén sklenéné vyplné je opatiena parafinovou vrstvou o tloustce
d; = 0,2mm s permitivitou e; = 2¢y. Jaka je kapacita tohoto
o—F1 €2 €if——o kondenzatoru?

Reseni: Nejdifve uréime elektrickou indukei v blizkosti desky
nabité plosnou hustotou naboje o = @)/S. Nejjednodussi je pouzit
Gaussuv zakon pro elektrickou indukei D ve tvaru

di| ds |dy
ﬂD-dS:Q.
by

Jako integracni plochu ¥ zvolime napft. valec, jehoz podstavy jsou rovnobézné s nabitou
plochou.
Plosny integral potom muzeme pirepsat do tvaru ng

I

ffp-is= [ pase || o STRIRTRIEEY

R

7, duvodu symetrie musi vektor D mifit kolmo k nabité D i L,
ploge (jiny smér nelze nijak logicky oduvodnit), tento l """"" ' ng
vektor rovnéz musi na opacnych stranach desky mit g
opa¢ny smér. Proto bude plosny integrél pies plast nulovy
(DL ng). Vzhledem ke kolinedrnosti D a ny na podstavach bude platit

#D dS = //D dS = //DdS D//dS—2DS

> podstavy > podstavy 3 podstavy

+o —o kde S je plocha podstavy a dvojka vyjadiuje skutecnost, ze podstavy jsou
«—|—»|—» dvé. Protoze pro naboj uzavieny uvniti integracni plochy plati @) = o8,
—> |/ <+<— muzeme pro elektrickou indukci psat
«—|—|—
— || — o o
«—|—|—
_> _> 4_ . 7’ 4 . 7/
«—|—|— kde ng reprezentuje normalovy vektor k nabité desce.
— || —

Jsou-li jako v pripadé deskového kondenzatoru rovnobézné desky dvé a
nabité opacnymi naboji, prispévky vné kondenzatoru se odecitaji, uvniti scitaji, takze
pro velikost elektrické indukce uvnitt kondenzatoru bude platit D = o.
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12. ELEKTROSTATICKE POLE

Pro napéti mezi body A a B plati
B

U = E -dr.
AL

Integral budeme pocitat po tsecce (trajektorie £) ve sméru vektoru intenzity elektrického
pole (tedy od kladné nabité desky k desce zaporné nabité). Bude platit

d1 o di+da o d1+da+dy o
U—U1+U2+U3—/ —dx+/ —dx—l—/ —dz =
0o €1 da €2 di+ds €1

d d
:U(—1+—2+ﬂ)za(@+2ﬂ).
€1 €9 €1 €2 €1

Kapacitu kondenzatoru potom dostaneme jako

Q oS B 1 B 1
U a(d—2+2d—1> Leopod 1/Co+2/Cy

€9 €1

kde C; = &15/d; a Cy = £35/dsy. Jednd se vlastné o sériovou kombinaci kondenzatoru
s kapacitami C4, Cy a (7. Po dosazeni ¢iselnych hodnot dostaneme C' = 516 pF.

Priiklad 12.13: Deskovy kondenzator 2

Deskovy kondenzator ma elektrody plochy S, jejichz vzdjemna
vzdéalenost je d. Cast plochy Sy mezi elektrodami je vyplnéna dielek-
trikem s relativni premitivitou e,. Jaka je kapacita tohoto kon-
denzatoru?

€y

Priklad 12.14: Kulovy kondenzator

—Q Kulovy kondenzator je tvoren dvéma elektrodami tvaru soustifednych
kulovych ploch o polomérech r; a ry, mezi nimiz je vypln z materialu
+Q s permitivitou . Vypocitejte kapacitu tohoto kondenzatoru.
€

- Reseni: Necht je vnitin{ kulovd plocha nabita kladnym nabojem +@Q
o a vnéjsi kulova plocha ndbojem —@). Podle Gaussova zdkona je in-
tenzita elektrického pole uvniti vnitini a vné vnéjsi kulové plochy
nulové, nebot v obou piipadech je celkovy ndboj uzavieny v myslené integracni kulové
plose s r <71y ar >ry nulovy (Q —Q = 0).
Pro r < r < ry plati (viz piiklad 12.9)

Q

Amer?™ "’

E
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12. ELEKTROSTATICKE POLE

kde ry je jednotkovy vektor mitici radidlnim smérem. Vypocteme napéti mezi elektrodami

B B T2
U= Ear= 9 [ ™. g9 dT—Q<1 1),

AL dre Jop T dre J,, v Adme

T1 T2

kde A je néjaky bod na vnitini a B néjaky bod na vnéjsi elektrodé. Kapacitu kondenzatoru
pak vypocteme jako
Q 4dme _Ameryry

C:—: — .
U 1/r—1/r ro — 11

D Priklad 12.15: Kapacita Zemékoule
Jakou kapacitu méa Zemeékoule, jestlize ji muzeme pokladat za vodivou kouli o poloméru
Rz = 6378km?

D Priklad 12.16: Valcovy kondenzator
Valcovy kondenzator je tvoren dvéma souosymi elektrodami

€ tvaru plasté valce o polomeérech r{, 7 a délce [. Prostor mezi
elektrodami je vyplnén materidlem o permitivité . Vypocitejte
r T kapacitu tohoto kondenzatoru.
P RN

] Piiklad 12.17: Kapacita dvojlinky
Vypocitejte kapacitu dvou rovnobéznych vodicu
polomeéru r a délky [, pro vzdalenost jejichz os plati

,
a>ral>a.
l
a
] piiklad 12.18: Krychle
P e Jakvelkou préci je tieba vynalozit na umisténi 8 stejnych ndboji ¢ do rohu
s ) " myslené krychle o hrané a? Predpoklddejte, ze ndboje je tieba premistit
‘ """""" ¢ z velké vzdalenosti a prostiedi m& permitivitu &g.
a e - Reseni: Pro polohové vektory jednotlivich naboji mizeme psat
A b r1:(07070)7 r2:(a7070)7 r3:(aua/70)7 r4:(07a70)7

r; =(0,0,a), rs=(a,0,a), r;=(a,a,a), rs=(0,a,a).

V elektrostatickém poli pusobi na naboj ¢ sila F = qE, takze mame-li premistit naboj
z mista r, do mista r, po trajektorii £, musime tuto silu prekonat a vykondme pfitom
praci

ry Iy
A:/ £—qE-d7“=—q/ EE-dTZQ[w(Pb)—SD(Ta)]'
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12. ELEKTROSTATICKE POLE

V nasem piipadeé je r, bod, ve kterém méa byt naboj umistén a

r, lezi nekonecné daleko od tohoto mista a polozime ¢(r,) = 0. 1 5Z ]
Prace potfebna pro umisténi prvniho naboje do polohy ry je Q@
nulové, nebot zde nejsou jiné ndboje, které by na néj pusobily g 7
néjakou silou, takze A; = 0. Tento prvni ndboj ve svém okoli ~ @ ¢ a
vytvari potencial : P

4q

Pilr) = dreg|r — 1|

Na umisténi druhého naboje do mista ry vykondme praci

¢’ ¢’
Ay = = .
2= gpr(r) = dreg|lrs — 11| 4mega

Tyto dva naboje ve svém okoli vytvaii potencial

. q 1 1
pa(r) = 4meg (|r—r1| + |r—r2|> '

Na umisténi tietiho naboje do mista rs vykoname praci

9 2

q 1 1 q 1
| = 1+ .
3 = 4pa(rs) Ameg (|r3—r1| |1°3—F2|) 47T50a< \/§>

Obecné tedy plati

i—1

=Ly A= oy
i\I') = ) i = qpi-1\ri) = .
7 —~|r 1eim Ameg £ |r;i — 1y

Dosazenim do posledniho vzorce tak postupné dostaneme

2 2 2
q 1 q 2 1 q 2 1
Ay = 24—, As=—"—(1+"—o+—), Ag=—"—(24+"F2+—],
T drega ( \/Q) ° 7 drmeoa ( V2 \/5) °7 4rmega ( V2 V3
2 2
q 3 1 q 3 1
dmega ( V2 \/_> * 7 drega < V2 /3
Celkovou préaci dostaneme jako soucet praci vykonanych pii premisténi jednotlivych
naboju

Priklad 12.19: Polomér elektronu

Vime, Ze pro hmotnost elektronu plati m, = 9,11 x 103! kg a pro jeho naboj ¢ =
—1,602 x 10712 C. Piedpoklddejte, Ze elektron je kulicka s veskerym nabojem rovnomérné
rozmisténym na jejim povrchu s nulovou ,mechanickou hmotnosti. Jaky polomér by
tato kulicka musela mit, aby energie pole vytvareného elektronem méla hmotnost rovnou
hmotnosti m,?
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12. ELEKTROSTATICKE POLE

D Priiklad 12.20: Deskovy kondenzator s a bez dielektrické vyplné
Deskovy kondenzétor mé elektrody s plochou S = 100cm? vzdélené d = 1mm, mezi
nimiz je umisténa dielektrickd vypli s relativni permitivitou e, = 5. Mezi elektrodami
kondenzatoru, ktery neni zapojen do zadného obvodu, je napéti Uy = 1000 V. Jak se zméni
toto napéti, kdyz dielektrikum vytahneme z kondenzatoru ven? Jakou praci musime na
vytazeni dielektrika vynalozit?

Reseni: Pro kapacitu deskového kondenzatoru (viz piiklad 12.12) plati

_Q_eS
C—U— R

Jelikoz se manipulaci s dielektrikem volny naboj na elektrodach kondenzatoru nijak
nezmeéni, pro napéti U po vyjmuti dielektrika musi platit
€05 oS

Uy=—77U = U=¢eU,=5000V.

@== d

Praci vynalozenou na vytazeni dielektrika vypocteme z rozdilu energii kondenzatoru
bez a s dielektrikem jako A = &, — &. Pro energii elektrostatického pole v deskovém
kondenzatoru muzeme psat

_¢ 2qy = 7 _ T gq—Ltipepd _ <
8—2///Edv—2€///dv—2€Sd—2(aS) S-=
% v

Pro vynalozenou praci tedy bude platit

Angez_gs:Q—z( ! _i)_Q2 (51"_1):

2 \ Oy, C.) 20,
UG,
D)

g0e: SUL

5 (6, —1)=8,85x 107*1J.

(er = 1)

D Priklad 12.21: Sila, jiz se pritahuji desky deskového kondenzatoru
Deskovy kondenzdtor mé elektrody s plochou S = 100cm?, mezi nimiz je vzduchova
vrstva tloustky d = 1mm. Jak velkou silou se desky piitahuji, jestlize je kondenzdtor
nabit na rozdil potencialu U = 1000 V?

D Priklad 12.22: Dipélovy moment atomu v elektrostatickém poli
—q Predpokladejme jednoduchy model atomu, kde kladny bodovy nédboj +q je
obklopen zapornym nabojem —g spojité rovnomérné rozlozenym v kouli o
+q poloméru R. Vypocitejte dipélovy moment takovéhoto ,atomu*, jestlize se
ﬁ ocitne v homogennim elektrostatickém poli s intenzitou E,.

Reseni: Diky vnéjsimu elektrickému poli Ey ptisobi na kladny naboj (jadro
atomu) sila ve sméru pole a na zdporny naboj (atomovy obal) sila ve sméru

opacném.
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12. ELEKTROSTATICKE POLE

Jadro atomu se proto vuci obalu posune takovym zpusobem, aby
vyslednice sil na néj pusobicich byla nulova. —4 d
7 prikladu 12.9 vime, ze v bodé s polohovym vektorem d vzhledem
ke stfedu rovnomeérné nabité koule s celkovym nédbojem —g pusobi

intenzita elektrického pole
—q
E =—--2d,
4dme 0R3 }‘

+q

takze z podminky rovnovahy dostaneme

. 47T60R3E0
q Y

Ec+E=0 = d

takze pro dipolovy moment atomu plati
p = qd = 4715 R°Ey,

dipolovy moment ma tedy smér intenzity elektrického pole a velikost momentu je pifimo
umeérna velikosti intenzity elektrického pole.

Priklad 12.23: Vakuova dioda

Vakuové dioda (elektronka) ma elektrody tvaru souosych valet, pricemz vnitini (katoda)
mé polomér a = 0,5 mm a vnéjsi (anoda) ma polomeér b = 4,5 mm. Mezi elektrodami je
potencidlovy rozdil U = 300V. Z katody je emitovan elektron, jehoz pocatecni rychlost
muze byt povazovana za nulovou. Jakou rychlost ma elektron v poloviné drahy k anodé
a pii dopadu na ni? Pro hmotnost elektronu plati m, = 9,11 x 1073 kg.
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] piiklad 13.1: Rychlost elektronii ve vodici
Médénym dratem o prifezu S = 10 mm~2 protékd proud I = 1 A. Jaka je stiedni
uspotadand rychlost elektronu, jestlize pro koncentraci volnych elektront v meédi plati
n = 8,5 x 10® m~3? Pro ndboj elektronu plati ¢ = —1,602 x 107 C.

Reseni: V tseku dratu délky dz, tedy v objemu dV = Sdz se nachdzi pohyblivé elektrony
s celkovym nabojem

d@ = ng.Sdz.
Prutokem elektrického proudu dochdzi k prfemistovani tohoto naboje, piicemz plati
d@ dx
I = — =ng.S— = nq.vS,
T T

kde v je stfedni usporadand rychlost elektronu v dusledku pruchodu proudu. Vypocteme
ji jako
! ~1

=734 pums"".

U=
ngeS

D Priklad 13.2: Hybnost elektrického proudu
Kabelem o délce I = 100 km protéka proud I = 400 A. Jakou hybnost maji elektrony
v tomto kabelu? Pro ndboj elektronu plati ¢ = —1,602 x 107 C, pro jeho hmotnost
me = 9,11 x 103! kg,

] Piiklad 13.3: Krokové napéti
I Na zem spadlym dratem protéka do zemé s konstantni
W @ rezistivitou o elektricky proud I. Vypocitejte krokové
napéti AU = Ug — Ux mezi nohama odvazlivce, ktery
stoji jednou nohou ve vzdalenosti rp od dratu a druhou
| nohou ve vzdalenosti rg.

Ua Up

Resent:
S ohledem na homogenitu a izotropii se da I
predpokladat, ze pro proudovou hustotu v zemi bude N -
platit j = j(r)ro, kde ry je jednotkovy vektor mifici " >
radidlné od mista kontaktu dratu a zemé. Ze vztahu mezi <— ,‘
proudem a proudovou hustotou plyne a0 T e
X J 0

]://j~dS://j(r)r0~r0dS:j//dS:27rr2j,
% % %

kde za integracni plochu jsme zvolili povrch polokoule o poloméru r se sttedem v misté
kontaktu dratu a zemé. Na této plose je velikost vektoru j konstantni a jeho smér je
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totozny se smérem vnéjsi normdly elementu plochy dS = rodS. Pro vektor proudové
hustoty tedy plati

) 1

= ry.
J= o2

Intenzitu elektrického pole dostaneme z Ohmova zakona

ol

E=oj= 2mr?

Io,

takze pro napéti mezi body vzdéalenymi r, a rg od dratu muzeme psat

B B I I [ I /1 1 I rg —
AU_/ E.dr_/ of oar— df_@_<___)@_w.

c .z 2mr? 21 J,. 1?2 \ra 7B 2T TATB

Z vysledku je patrné, ze pokud se dostaneme do blizkosti spadlého dratu (Clen rpyrg ve
jmenovateli je maly), musime snizovat velikost krokového napéti tim, ze budeme délat
malé kroky (zmensSovat |rg — 74).

Priiklad 13.4: Kulovy rezistor
Kulovy rezistor je tvoren dvéma soustfednymi elektrodami o

0 polomérech r; a ry, mezi nimiz je material s konstantni rezistivi-
tou o. Vypocitejte elektricky odpor takovéhoto rezistoru. Jestlize ma
71 prostiedi rezistoru permitivitu e, ¢emu se rovna soucin odporu a ka-

)

pacity této soucastky? Viz priklad 12.14.

Priklad 13.5: Valcovy rezistor
Vélcovy rezistor je tvoren dvéma souosymi elektrodami tvaru
plasté vélce o polomérech 1, 75 a délce [. Prostor mezi elektro-
dami je vyplnén materidlem o rezistivité p. Vypocitejte elek-
7“2 tricky odpor tohoto rezistoru. Jestlize méa prostiedi rezistoru
permitivitu €, ¢emu se rovna soucin jeho odporu a kapacity?
'< L s Vig pitfklad 12.16.

Resen:

Pro proudovou hustotu mezi elektrodami bude diky vélcové symetrii platit j = j(r)ro,
kde jednotkovy vektor ry miii kolmo k ose elektrod.

Zvolime-li za integracni plochu plast vélce o poloméru r s osou .
totoznou s osou elektrod, muzeme psat

1://j-dsz//j(r)ro-rodszj//dszzmj.

takze pro proudovou hustotu plati

1

- 27rlrr0'

J
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7 Ohmova zakona plyne

. ol
E = gj= ——ry,

2mlr
takze pro napéti mezi elektrodami muzeme psat
= I 2 rg-dr [ [ dr I r
U:/ E.dr— &L (7 rodr ol [dr ol rs
"L 27l oy T 2nl )., 7 2rl

Pro elektricky odpor valcového rezistoru tedy plati

U_ o

I 2l r

Jestlize ma prostiedi rezistoru permitivitu €, bude mit tento ,rezistor® kapacitu (viz
priklad 12.16)

2mel

In2’
T1

takze pro soucin kapacity a odporu dostaneme (opét)

RC = pe.

D Priklad 13.6: Kondenzator se svodovym odporem
Kondenzator, ktery ma kapacitu C' a svodovy odpor R je nabit na napéti Uy. Za jaky cas
toto napéti poklesne p-krat?

D Piiklad 13.7: Nekoneéni odporova sit

R, R, R, Vypocitejte vstupni odpor R; nekonecné odporové
o—++{ T} sité z obrazku.
Rl RQ RQ * Rg * -- >

Rezistory Ry, Ry a Rs3 jsou zapojeny ,do
trojuhelniku“. Najdéte odpory rezistoru R,, Ry
a R. nahradniho obvodu ,do hvézdy*“ tak, aby
mezi svorkami XY, YZ a X7 byly stejné elek-
trické odpory.

Reseni: Pro odpory mezi jednotlivymi svorkami

X Ry y o X Y ¥ zapojeni ,do trojihelniku® plati

Ro(R; + R3)

Rxy = Rol|(Ri+ R3) = —2—1 "8

XY 2|(Fs + Rs) Ry + Ry + Rs
R3(Ry + Ry)

Ry; = Ryl|(Ri+ Ry) = —1 "2/

v M) = R Rt By
Ri(Rs + R3)

Rx; = Ri||[(Ry+ Rg) = 2178

xz 1| (Fz + ) Ry + Ry + Rs
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V zapojeni ,,do hvézdy“ dostaneme

Rxy = R, + Ry, Ryz=Ry,+ R, Rxz=R,+ R..

Porovnanim piislusnych odporu pak dostaneme soustavu

Odectenim (1b) od (1la) dostaneme

RiRs + RyRs
R.+R, = ——, 1
T Ry + Ry + Rs (1a)
RiRs+ RyR5
Rh+R = ——, 1b
b R, + Ry + Rs (1b)
RiRy + R1R5
R,+R. = ———. 1
Ry + Ry + Ry (1c)
RiRy — R1R3
R,—R.=———-.
Ri+ Ry + R3

Porovnanim této rovnice s rovnici (1c) ihned vidime, ze

R,

 RiR p o IR
" Ry +Ry+ R3’ © Ri+Ry+R;3

Odectenim (1c) od (1b) dostaneme

RyRs — Ry R,
R, — R, — —2-8 1172
b Ry + Ry + Rs

Porovnanim této rovnice s rovnici (1a) ihned dostaneme

RyRs

Ry=— 2%
"7 R+ Ry + Ry

] Piiklad 13.9: Odporovéa krychle

R

Vypocitejte elektricky odpor Ry ,krychlového“ zapojeni rezis-
toru z obrazku, jestlize odpor kazdého z nich je R.

] Piiklad 13.10: Maximalni vykon

Zdroj elektromotorického napéti £ ma vnitini odpor R;. Jaky zatézovaci odpor R, musime
k tomuto zdroji pfipojit, abychom do néj dodali maximalni vykon? Jakou ma tento
maximalni vykon hodnotu?
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13. STACIONARNI ELEKTRICKY PROUD

Reseni:
R Po pripojeni zatéze zaéne obvodem protékat proud o velikosti
&
R [ =———.
I z R+ R,
2 Pro vykon dodavany do zatéze tedy plati
R,E?
P=RJI"= —"—.
(R, + R;)?

Hleddame extrém
dP o Ri—R,

—0 Ri—R,
dR, (Ri+ R, -

Vykon dodavany do zatéze v zavislosti na jejim odporu je nezdporna funkce. Jelikoz ziejmé
plati

lIm P= lim P=0

R,—0+ R,—00

a extrém jsme nalezli jen jeden, musi se jednat o maximum. Maximalni vykon tedy do
zatéze dodame, pokud velikost jejtho odporu bude rovna vnitinimu odporu zdroje a bude
pro néj platit

52

Pmax = 5
4R;

] Piiklad 13.11: Topn4 spirala
Mate k dispozici zdroj elektromotorického napéti £ = 12V a drat z konstantanu o prumeéru
d = 0,5mm a rezistivité o0 = 5 x 107" Qm. Jakou délku tohoto dratu potiebujete na
zhotoveni topné spiraly o vykonu P = 10 W?
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14. Magnetostatické pole

D Priklad 14.1: Magnetické pole v okoli pifimého proudovodice
Vypocitejte magnetickou indukei ve vzdéalenosti a od nekoneéné dlouhého primého vodice
protékaného proudem I.

Resent:
o B K vypoctu vektoru magnetické indukce muzeme
pouzit Biotuv-Savartuv zakon

—> B(r>uol/d1’><(r—ﬂ)
Cdn f, |r—rpP 7

¥ dl 0 @B

kde jio je magnetickd konstanta a r’ polohovy vektor elementu dI'. Ten je orientovan ve
smeéru toku elektrického proudu.

Smér vektoru magnetické indukce vyplyva z vlastnosti vektorového soucinu a v tomto
pripadé je jeho smér kolmy k roviné ndkresu (viz obrazek). Jelikoz plati

a

/ N — /\/ﬁ~ ; —
|dI' x (r —r)| = d2'Va? + 2?sina  a sma—m,

muzeme pro velikost magnetické indukce psat

B pola [ da’ | @ =atan¥, da’ =add/cos?V |
dr (a2 42?32 | —oo = —m/2, o0 —7/2
I [T I
_ Kot cos v dv = NL,
dma J_ /o 2ma

kde jsme vyuzili zndmého vzorce 1 + tan?+ = 1/cos?¥. Velikost vektoru magnetické
indukce klesa s prvni mocninou vzdalenosti od proudovodice, stejné jako velikost vektoru
intenzity elektrického pole od nekoneéné dlouhé nabité niti (viz priklad 12.7).

D Priklad 14.2: Magnetické pole v ose kruhové smycky
Vypocitejte magnetickou indukci v ose kruhové smycky o poloméru a, kterou protéka
proud /.

@ Piiklad 14.3: Helmholtzovy civky
V jaké vzdalenosti d od sebe musi byt dvé souosé kruhové
smycky stejného poloméru a protékané stejnym smérem

a > stejnym proudem I, aby magnetickd indukce na ose mezi
+ f + > civkami byla témeér konstantni? Jaka je velikost této in-
—d/2) 0\ d/2 dukce?

Napovéda: Pro velikost vektoru magnetické indukce up-
rostted mezi civkami musi platit d*B/dz* = 0.
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14. MAGNETOSTATICKE POLE

D Priklad 14.4: Magnetické pole ve stifedu ctvercové smycky
Vypoctéte magnetickou indukei uprostied ¢tvercové smycky o strané a
protékané proudem 1.

oo |

a

D Piiklad 14.5: Magnetické pole v ose nabitého rotujiciho disku
Vypocitejte magnetickou indukci v ose tenkého dielektrického disku o poloméru a, rovnomérné
nabitého plosnou hustotou naboje o, ktery se kolem své osy otaci tithlovou rychlosti w.

Resent:
w Pro element plochy (v polarnich souradnicich) muzeme psat
<® dS = dr x rdy, takze pro ndboj tohoto plosného elementu plati
dr dS dg = 0dS = ordrdp. Pro konvekéni (plosny) proud protékajici

,smyckou“ o poloméru r a sitce dr tedy muzeme psat

dg _ ordrdy = ard—¢dr = owrdr.

At dt dt

Tento proud vytvaii ve vzdélenosti z v ose smycky magnetickou indukei (viz piiklad 14.2)

\1::.::::: Sy g I =

polr? B poowr3dr
2(r2 + 22)3/2  2(r2 4 22)3/2’

kterd ma pro o > 0 smér vektoru thlové rychlosti w. Celkovou indukci dostaneme
,seCtenim® prispévku od vsech smycek

B - Hoow /a r3dr _
o (

dB =

r=ztana — dz=(z/cos’a)da

2 22+ 12)3/2 0—0, a— arctana/z
arctana/z arctana/z 1 — cos?
— Hoows / tan® @ cos ada = P7%° / 2T Yinada =

2 o 2 0 cos? o

| {=cosa — d(=—sinada
" | 0= 1,arctana/z cosarctana/z = (1 + a®/2?)7'/?

foowz /(”“2/z2)1/2 ¢? - 1d§ [oowW?z {C + 1} A7 ow {aQ + 222 2 }
= = — e —_ A s
2 N ¢? 2 ¢y 2 Va4 22

kde bylo vyuzito vztahu

Cos & COS & 1 1

cos T = = = cosarctana/z = —————.
V1+a?/2?

1 Veostz +sinlz V1+tanlz

D Priklad 14.6: Magnetické pole v ose rotujici nabité koule
Vodiva koule o poloméru a nabitd nabojem () rotuje kolem své osy thlovou rychlosti
w. Vypocitejte magnetickou indukci v ose rotace ve vzdalenosti z > 0 od stiedu koule,
jestlize pro permeabilitu prostiedi uvnitt i vné koule plati p = pp.
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14. MAGNETOSTATICKE POLE

D Priiklad 14.7: Magnetické pole uvniti a vné pfimého proudovodice
Vypocitejte magnetickou indukei uvniti a vné nekoneéné dlouhého piimého proudovodice
kruhového prutfezu o poloméru R, protékaného proudem I. Predpokladejte ptitom, ze
proudova hustota uvnitt vodice je konstantni a pro permeabilitu vodice plati p = py.

Reseni:
Ly I o .
T — S ohledem na osovou symetrii tlohy muzeme k
x = urceni magnetické indukce pouzit Ampéruv zdkon
: JERIES
\‘ T

kde I je proud protékajici uzavienou krivkou L,
po niz se integral pocita. S ohledem na osovou
symetrii musi velikost vektoru magnetické indukce
zaviset pouze na vzdélenosti od osy symetrie B =
B(r). Smér tohoto vektoru uréime pomoci pravidla pravé ruky.

Pro » > R zvolime integrac¢ni kiivku £, jako kru6bnici, jejiz osa je totozna s osou
proudovodice. Z Ampérova zakona plyne

_ ol

o > R,

fBo-dlzfBodl:Bofdl:%W‘BO:ugI = B,
L1 L1 L1

pricemz integrace byla provedena proti sméru hodinovych rucicek a bylo vyuzito skutec¢nosti,
ze na zvolené integracni kiivee jsou (zfejmeé) vektory B, a dI kolinedrni. Vysledek je stejny,
jako v priklade 14.1.

Pro ptipad, kdy r < R protéka integra¢ni smyckou pouze c¢ast celkového proudu I,
takze plati

I/
fB1dl:fB1dl:B1fdl:27rTB1:,UOII = BIZMO—
27r
Lo Lo L1
Jelikoz je proudova hustota konstantni a plati pro ni tedy
: 5 s . B B
j = I/mR? protéka integracni smyckou proud
2
, r
I'=mr?j=1 2
muzeme pro magnetickou indukei uvniti proudovodice
psat
ol
| = r, r<R.
1 2 R2 ) -
g R r
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14. MAGNETOSTATICKE POLE

@ Piiklad 14.8: Magnetické pole uvniti a vné solenoidu

Pomoci Ampérova zdkona vypocitejte magnetickou in-
dukei uvniti a vné velmi (nekoneéné) dlouhého a husté
vinutého solenoidu o poloméru R protékaného proudem
1. Predpokladejte, ze vinuti je tak husté, ze jednotlivé
zavity muzeme povazovat za kruhové smycky a na jednotku délky solenoidu pripada n
zavitu.

ResSeni:

Vektor magnetické indukce zfejmé nebude mit az-
imutalni slozku. Kdybychom totiz za integracni kiivku \ >
pouzili kruznici, jejiz osa by byla totoznda s osou
solenoidu, protékal by ji nulovy proud (vinuti uvazujeme
tak husté, ze jednotlivé zavity muzeme nahradit
kruhovymi smyckami). Vzhledem k osové symetrii tilohy
musi byt azimutalni slozka tohoto vektoru v dané
vzdalenosti od osy symetrie konstantni, je-li tedy cirkulace nulova, je to zapfi¢inéno
nulovosti této slozky:.

Radidlni slozka B je ziejmé rovnéz nulova, nebot piislusné piispévky od sousednich
z&vitu se navzdjem odecitaji (viz obrazek).

Zbyva tedy axidlni (ve sméru osy) slozka vektoru magnetické indukce. Z duvodu syme-
trie musi velikost této slozky zaviset pouze na vzdalenosti od osy. Budeme-li pocitat
ktivkovy integral vné solenoidu po trajektorii £, dostaneme

j[B dl = Bo(a)AL — Bo(b)AL = 0,

nebot touto obdélnikovou smyckou o délce stran a—b, AL neprotéks zadny proud. Jelikoz
magneticka indukce musi s rostouci vzdalenosti od solenoidu klesat, musi platit

lim By(a) =0,

a—r 00

takze 1 B,(b) = 0, magnetickd indukce vné solenoidu je tedy nulové!
Pti integraci podél trajektorie Lo dostaneme

][B -dl = B,AL + B;AL = ponALI,

nebot smyckou prochdzi N = nAL zavitu a protéka ji tedy celkovy proud I, = NI =
nALI. Vzhledem k nulovosti vnéjsiho magnetického pole musi tedy platit

By = ponl.

Vektor magnetické indukce uvnitt solenoidu méa tedy pouze axidlni slozku, jejiz velikost
nezavisi na vzdalenosti od osy, smér ur¢ime pravidlem pravé ruky. Vné solenoidu je mag-
netické pole nulové.
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14. MAGNETOSTATICKE POLE

D Priiklad 14.9: Magnetické pole v ose solenoidu
Pomoci Biotova-Savartova zakona vypocitejte magnetickou indukei v ose solenoidu délky [
a poloméru R protékaného proudem I, a to jak v jeho stiedu, tak na okraji. Predpokladejte
pritom, ze vinuti je tak husté, ze jednotlivé zavity lze povazovat za kruhové smycky a pro
pocet zavitu na jednotku délky plati n = N/I, kde N je celkovy pocet zavitu.
Napovéda: Vyuzijte Teseni piikladu 14.2, piispévky od jednotlivych smycek ,sectéte
pomoci urcitého integralu.

] piiklad 14.10: Toroidélni civka
r, Na prstenci obdélnikového prufezu s vnitinim polomérem 7y, vnéjsim

\/ polomérem 7y Sitky h, vyrobeném z materidlu o permeabilité u = puy,
1

je velmi husté navinuto N zavitu vinuti, jez je protékano proudem I.
Vinuti je tak husté, ze jednotlivé zavity muzeme povazovat za kruhové
smycky. Pouzitim Ampérova zakona vypocitejte magnetickou indukci
uvnitt této civky.

D Priiklad 14.11: Sila ptusobici na proudovodic
Dva velmi dlouhé rovnobézné vodice jsou protékany proudy I; a I,. Vypocitejte silu,
kterou na sebe vzajemné pusobi, jestlize jejich vzdalenost je h a pro permeabilitu prostiedi
plati p = po.

Reseni:
5 B, d L Pro sﬂ.u Pﬁsobi(.:i na proudovodi¢ protékany proudem [
i »—» Vv magnetickém poli plati
®
F
h 2 F=1 / B x dlL
L F p A o b
® Predpokladejme nejdiive, ze proudy I; a I, maji stejny smer.

S ohleO][em na vysledek teseni piikladu 14.1 pro magnetickou indukci ve vzdalenosti h od
ptimého proudovodice protékaného proudem I; plati

poly
2rh

Na element dI proudovodice protékaného proudem I, pusobi sila o velikosti (vektory By
a dI jsou na sebe kolmé)

B, =

pol1I>dl

2nh
pricemz s ohledem na vlastnosti vektorového soucinu miii tato sila smérem k proudovodici
protékanému proudem [;. Integraci ptes usek vodice délky [ dostaneme

o /l polilodl — poliIol
1= = .
o 2mh 2mh

Silu F, uréime ze zakona akce a reakce: Fy = —F.

Pokud bude smér proudu /; a I opaény, budou (z vlastnosti vektorového soucinu) sily
F; a F, odpudivé.

dF1 - [QBldl =
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14. MAGNETOSTATICKE POLE

D Priklad 14.12: Dvé nabité niti, tentokrate v pohybu

Dvé velmi dlouhé niti nabité s linedrni hustotou naboje 7, je-

\%
— 7 jichz vzéjemnd vzdélenost je h, se vzhledem k pozorovateli P
I v pohybuji ve sméru svych os rychlosti o velikosti v. Jakou silou
—> T na sebe tyto niti vzhledem k pozorovateli P ptisobi, jestlize pro

permitivitu a permeabilitu prostiedi plati ¢ = ¢y, p = po?

Piiklad 14.13: Nabita castice v homogennim magnetickém poli

Najdéte trajektorii ¢astice o hmotnosti m a naboji ¢, ktera se pohybuje v homogennim
magnetickém poli, pro jehoz magnetickou indukei plati B = (0, 0, By). Pro vektor rychlosti
castice v case t = 0 plati v = vy = (voz, Voy, Voz)-

Reseni: Pohybova rovnice ma tvar

d
md—: = q(v x B).

Rozepiseme vektorovy soucin do slozek

ik
vxB=|uv, v, v, |=(v,By,—0,B0,0),
0 0 By

takze pohybovou rovnici muzeme zapsat ve slozkach

dv, ¢By dv, qBy dv,
Ly I, —0.
m dt

= —
dt m dt

Tteti z rovnic je na prvnich dvou nezavisla a s ohledem na pocatecni podminky z ni

vyplyva
v, = konst. = vg,, 2z = vgst + Cs.

Prvni dvé rovnice tvofi homogenni soustavu, kterou muzeme zapsat v maticovém tvaru

BRI

kde oo = ¢By/m. Najdeme vlastni ¢isla matice soustavy

‘—Oé _)\‘:)\2+Oé2:0 = )\172::|:106
a napt. pro A = —ia najdeme vlastni vektory

il a|0 1 110 . 1 ‘ |
{—a i O}N{O 0‘0} = béaze: [—i}’ funkce: {_i]e .

Reseni soustavy tedy muzeme psat ve tvaru

1 it 1 .. cosat —isinat
. |e = . | (cosat —isinat) = . . .
—i —1 —sinat —1cos at
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14. MAGNETOSTATICKE POLE

Fundamentélni systém soustavy obsahuje v jednotlivych sloupcich redlnou a imaginarni
cast této vektorové funkce, takze plati

V— cgsat —sin ot ’
—sinat —cosat

takze obecné teseni soustavy muzeme psat ve tvaru
Vg | v c | cosat —sinat c | c1cosat — ¢y sin at
vy | co | | —sinat —cosat co | | —cisinat —cycosat |
Jelikoz pro ¢ = 0 plati [v,, v,]" = [vos, vo,]", dostaneme dosazenim do FeSeni vysledek
cr || Vo N Uy | Vg COS at + Vg, Sin ot
—co || vy vy | | —vozsinat + vg, cosat |
Vektor rychlosti ¢astice ma tedy slozky

Uy = Vpg COS b + Vo, Sinat, vy, = —vg, sinat + vy, cosat, v, = vg,.

Vzorce pro slozky v, a v, muzeme dale zjednodusit. Zavedeme-li

_ ]2 2 _ _ :
VoL = 4/ V5, + Ugys  Vox = VoL COS g, Vpy = Vol SN Py,

muzeme pro slozky v, a v, psat

v, = wgL(cosatcospy + sinatsin gg) = vy cos(at — ¢q),

v, = —vpu(sinatcospy — cosatsingy) = —vg sin(at — o).

Integraci déale dostaneme slozky polohového vektoru céastice

v mu B

r o= 2+ sin(at — @g) + ¢, = 0L gin (q—ot — gpo> + ¢y,
« qBy m
v mu B

y = —Lcos(at — pg) 4 ¢, = — cos (Ht — gpo> + ¢y,
« qBy m

z = ol +cy,

kde ¢, ¢y, ¢, jsou integracni konstanty. Céstice se tedy pohybuje po sroubovici, jejiz osa
je rovnobézna s vektorem magnetické indukce. Sroubovice mé (cyklotronovy) polomér
re = mug, /(qBy), pro thlovou (cyklotronovou) frekvenci obéhu ¢dstice v roviné kolmé na
vektor magnetické indukce plati w. = gBy/m.

Priklad 14.14: Nabita castice ve zkirizeném elektrickém a magnetickém poli
Najdéte casovou zavislost polohového vektoru a rychlosti ¢astice o hmotnosti m a naboji
q ve zkrizeném homogennim elektrickém a magnetickém poli s magnetickou indukei B =
(0,0, By) a intenzitou elektrického pole E = (Ejy,0,0), jestlize v ¢ase t = 0 plati v = vy =
Oar=ry=0.
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15. Elektromagneticka indukce

D Priiklad 15.1: Vodi¢ pohybujici se v magnetickém poli
Po rovnobéznych vodivych kolejnicich s rozteci h se v homogennim
a ©B magnetickém poli o magnetické indukci velikosti B pohybuje
n Ij R vodiva spojka konstantni rychlosti o velikosti v, viz obrazek.
Vypocitejte, jaky proud a jakym smérem protékd obvodem, jehoz
b celkovy odpor je R. Vypocitejte dale, jaky vykon P, se v obvodu
preménuje na teplo a jaky mechanicky vykon P, je tfeba dodavat
pohyblivé spojce, aby se pohybovala konstantni rychlosti. Vektor magnetické indukce miti

ven z nakresny, spojka se pohybuje doprava, v 1. B.

— V

Reseni: Na volné ndboje v pohybujici se spojce ptisobi Lorentzova sila
F, =q(vx B),
pro jejiz velikost (vzhledem ke kolmosti vektoru v a B) plati
Fn=quB.

Jestlize vektor v miii doprava a vektor B ven z nakresny, viz obrazek, miii vektor sily
F.,, pusobici na kladny naboj, smérem dolu. Pro velikost magnetické sily, pusobici na
jednotkovy naboj (vtisténou intenzitu elektrického pole) tak plati

F

Ei:—:UB. 1
. (1)

Pro elektromotorické napéti indukované v obvodu tedy muzeme psat

ry h
Szj[Ei-dlz Ei-dlz/del:vBh.
ra,L 0
Krivkovy integral po uzaviené kiivce byl nahrazen integralem pouze podél spojky, kde je
sila (1) nenulova. Obvodem tedy protékd proud
& Bh
=220 2)
R R
Jelikoz smér proudu je dan smérem pohybu kladného naboje, protéka spojkou smérem
dolu a obvodem se uzavira proti sméru hodinovych ruc¢icek. Pro Jouleuv vykon generovany
v obvodu plati
v2B2h?
—5
Protéka-li spojkou proud I v magnetickém poli, pusobi na ni sila

P,=I’R = (3)

r,
F= 1/ dl x B,
ra,C

kde integrace probiha ve sméru protékajiciho proudu. Jelikoz ¢len dI x B méa podél inte-
gracni kiivky konstantni velikost a (z vlastnosti vektorového soucinu) mifi doleva, muzeme
predchozi integrél zjednodusit do tvaru

h
F:I/ Bdl = BIh,
0
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15. ELEKTROMAGNETICKA INDUKCE

tato sila mifi doleva, tedy proti sméru rychlosti spojky. Aby se spojka mohla pohybo-
vat konstantni rychlosti doprava, musi byt tato sila kompenzovana silou stejné velikosti
opacného znaménka, takze pro mechanicky vykon kompenzacni sily plati

Py = (~F) v =uvBIh.
Dosadime-li do posledniho vzorce za proud ze vztahu (2), dostaneme

P v2B2%h? _
R

Elektricky vykon v obvodu je roven mechanickému vykonu, ktery je zapotiebi na udrzeni
spojky v pohybu.

P

Priklad 15.2: Urychlovac
Na vodorovnych vodivych kolejnicich s rozteci h je v ho-
* mogennim magnetickém poli s magnetickou indkci B, viz
®B h  obrazek, umisténa vodivé spojka o hmotnosti m, kterd se po
R kolejnicich muze volné pohybovat. Vypocitejte, jak se bude s
casem meénit rychlost pohyblivé spojky, pokud v case t = 0 ke
kolejnicim ptipojime zdroj napéti o velikosti U, jestlize celkovy elektricky odpor obvodu je
R a muzeme-li tfeni spojky o kolejnice zanedbat. Rychlost spojky v ¢ase t = 0 je nulova.

Priklad 15.3: Disk rotujici v magnetickém poli
V homogennim magnetickém poli o indukci B rotuje vodivy disk o

vodiva ¢tvercova smycka o hrané a konstantni thlovou
rychlosti w, pricemz plati B 1 w. Vypocitejte, jaky
proud protéka rezistorem o odporu R, ktery je ke smycce
pripojen pfes kluzné kontakty.

T T @ T B poloméru a uhlovou rychlosti w, ptricemz plati B 11 w. Jaky proud
a jakym smérem protéka diskem, jestlize je mezi jeho osu a vnéjsi

@ okraj pres kluzné kontakty pripojen rezistor s odporem R?

R
]
Priklad 15.4: Generator
, V' homogennim magnetickém poli o indukci B rotuje
<> w

2222220

Reseni: V tomto piipadé bude ziejmé jednodussi
k vypoctu pouzit Faradayuv indukéni zakon

d
co [l

smycka

Vektor magnetické indukce je konstantni, diky rotaci smycky se v ¢ase méni pouze ori-
entace norméalového vektoru n k plose smycky vzhledem k vektoru B. Pro magneticky
indukéni tok tedy muzeme psat
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15. ELEKTROMAGNETICKA INDUKCE

o = //B-ndS: //Bcos(wt—l—goo)dS:Bcos(wt+<po)//dS:achos(wt—i—wo),

smycka smycka smycka

kde a? je plocha smy¢ky a tihel o, souvisi s orientaci smyécky v nulovém ¢ase. Derivovdnim

dostaneme
dd 20 -
£ = an = wa” B sin(wt + o),

takze pro proud protékajici zatézi muzeme psat

B £ _wa2B

R

sin(wt + ¢o),

proud je tedy stiidavy, je imérny rychlosti otaceni smycky, jeji plose a velikosti magnetické
indukce.

Priklad 15.5: Smycka uvniti solenoidu

Velice dlouhy solenoid o poloméru a je pripojen ke zdroji stiidavého proudu, takze je
uvnitt homogenni magnetické pole, pro jehoz indukci plati B = Bjcos(wt)k. Uvnitt
solenoidu je vodiva kruhovd smycka o poloméru a/2, elektrickém odporu R, jejiz osa je
totozna s osou solenoidu. Vypocitejte proud indukovany ve smycce.

Piiklad 15.6: Smycka pobliz proudovodice
Ve vzdélenosti h = 1cm od velice dlouhého piimého
> proudovodice, kterym protéka stiidavy proud o ampli-
tudé Iy = 10 A a kmito¢tu f = 50 Hz, se nachéazi vodivéa
a ¢tvercova smycka o hrané a = 20 cm. Vypocitejte ampli-
tudu elektromotorického napéti indukované ve smycce.
h 7 Napovéda: Kmitocet 50Hz je tak nizky, ze muzete
predpokladat, ze okamzita hodnota proudu ve vodici je
vsude stejna a i magneticka indukce v okoli proudovodice se méni presné v rytmu okamzité
hodnoty proudu.

a

Piiklad 15.7: Vlastni indukénost solenoidu

Vypocitejte vlastni indukénost solenoidu délky [ a poloméru r, na kterém je navin-
uto N zavitu. Solenoid je navinut na materidlu, pro jehoz permeabilitu plati © = po.
Predpokladejte, ze zavity jsou navinuty tak husté, ze je muzete povazovat za kruhové
smycky a ze r < [.

Reseni: Jestlize délka solenoidu je vyrazné vétsi nez jeho polomér a jestlize vinuti je
velmi husté, muzeme magnetické pole uvniti solenoidu povazovat za zhruba homogenni,
pro velikost magnetické indukce, viz ptiklad 14.8, plati

NI
==

B
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15. ELEKTROMAGNETICKA INDUKCE

vektor magnetické indukce méa smér osy solenoidu. Vzhledem k vyse zminénym skutecnostem
muzeme pro magneticky indukéni tok jednim zavitem solenoidu psat

2NT
(I)l - BSzévit - %7

takze pro celkovy tok vSemi zavity solenoidu plati

B pomr?N21

O =N, ;i

Vlastni indukénost solenoidu pak vypocteme z definice

o pomrN?

L =
I [

Priklad 15.8: Vlastni indukénost toroidalni civky
Vypocitejte vlastni indukénost toroidalni civky z pitkladu 14.10.

Piiklad 15.9: Vzajemna indukénost dvou kruhovych smycek
Vypocitejte vzadjemnou indukcénost dvou souosych kruhovych smycek
o polomérech ry a ry, jejichz stiedy lezi ve vzajemné vzdélenosti a.
9 Predpokladejte ptritom, ze r; > ry, takze vektor magnetické indukce
h uvnitt mensi smycky muzete uvazovat jako homogenni. Smycky jsou
umistény v prostiedi s permeabilitou p = .

Ty

Reseni: Protéké-li kruhovou smyckou o poloméru r; proud I;, mé vektor magnetické
indukce ve vzdalenosti h od stredu smycky, viz ptriklad 14.2, velikost

prol1 77

By =01
PTGt R

jeho smeér je totozny s osou smycky.

Muzeme-li magnetickou indukei uvniti plochy smycky o poloméru r, povazovat za kon-
stantni, muzeme pro magneticky indukéni tok touto smyckou psat

polymr?rs
$yy =BS5Sy = ——25-

Pro vzajemnou indukcénost obou smycek muzeme z definice psat

P Trir:
M= 2 _ %

I 2(r? + h?)3/2
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15. ELEKTROMAGNETICKA INDUKCE

] piiklad 15.10: Obvod s indukénosti
Zdroj elektromotorického napéti o velikosti &, je v ¢ase t = 0 pripojen k ob-
+ vodu s elektrickym odporem R a indukénosti L, viz obrazek. Vypocitejte,
L jak se s casem bude ménit proud obvodem, jestlize pro ¢t = 0 plati ¢+ = 0.

Reseni: Jelikoz ubytek napéti na rezistoru se musi rovnat celkovému elek-
tromotorickému napéti v obvodu, muzeme psat
di di R &,

Ri=€&+&E=E —L— = —+ —i=—.
dt dt L L
Jedna se o nehomogenni linearni diferencialni rovnici prvniho fadu s konstantnimi koe-
ficienty, jejiz TeSeni nalezneme jako soucet obecného feSeni pridruzené homogenni difer-
encialni rovnice a partikularniho feseni rovnice nehomogenni. Dostaneme tak

&
z:¢0+¢p:Ae—%t+E,

kde A je integracni konstanta, kterou uré¢ime z pocdtecni podminky i(0) = 0.
Muzeme tedy psat

gz o 5z -_gz _ By

Proud obvodem se asymptoticky blizi k hodnoté
&

/LOO—E.
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16. Par priklada z vektorové analyzy

] piiklad 16.1: Gradient
Necht R = (z — zo,y — %0, 2 — 20), kde zq, yo, 20 jsou konstanty. Vypocitejte

1) VIR|,
2)  V(I/|R]).

] piiklad 16.2: Kopec
Vysku jistého nejmenovaného kopecku muzeme v jistych soutradnicich popsat pomoci
nasledujici funkce

h(z,y) = 10(2zy — 32% — 4y* — 18z + 28y + 12),

kde h,z,y jsou vyska a soufadnice v roviné udavané v metrech. Na jaké soutadnici se
nachazi vrchol kopce a jaka je jeho vyska? Nachazime-li se v misté o souradnicich A =
[1, 1], jakym smérem se musime vydat, abychom postupovali do nejvétsiho kopce? Jakym
smérem bychom se méli vydat, abychom postupovali po vrstevnici?

D Priklad 16.3: Divergence
Necht r = (z,v, z). Vypocitejte

b

V-
2) V'(I'/|I'|3), 1"7é0,
3) V-E, kde E=Ejexpli(wt—ky-r)], Eyky jsoukonstantni vektory.

r,

] Piiklad 16.4: Rotace
Vypocitejte V x F, kde

1)  F=(-wywz,0),
2) F=ar/|lr’, kde r=(2,9,2)#0,
3) F=Fyexplilwt —ko-r)], Foy ko jsoukonstantni vektory a r= (z,y,z).

] piiklad 16.5: Potencisl
Jisté silové pole 1ze popsat pomoci funkéniho predpisu pro jeho intenzitu

K = (2zy + 2, 2 + 2y, 3z2* — 2).

Je toto pole potencialni? Pokud ano, najdéte jeho potencial ¢, pro ktery plati K = —V.
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16. PAR PRIKLADU Z VEKTOROVE ANALYZY

] Piiklad 16.6: Kiivkovy integral
Vektorové pole je dano predpisem F = (x 4+ y,y — x,0). Vypocitejte integral

rp
A= / F.dr
ra,L

z bodu ry = (—1,1,0) do bodu rz = (1, 1,0) po trajektorii
L: r=(t1,0), te<—1,1> a Lo r=(t,t30), te< —1,1>.

Vypocitejte dale V x F. Jak spolu vysledky souvisi?
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17. Vsledky

1. Rozmérova analyza

[ 1.2 ] Pro rychlost sypédni pisku v ptesypacich hodinach plati

Am
— kpg'/25%/1,
At PryY
kde k je bezrozmérny koeficient, ktery pomoci rozmérové analyzy urcit nejde. .

[ 1.3 ] Pro tlak uvniti hvézdy (planety) dostaneme

M2
R

P X x

konkrétné pro Slunce ps ~ 10'° Pa, pro Zemi pz ~ 10'? Pa. Soucasné odhady tlaku v nitru
Slunce a Zemé jsou ps = 2x 107 GPa, p; = 3, 5x10° MPa, odkud je vidét, Ze odhad pomoci
rozmérové analyzy neni Spatny. .

[ 1.4 ] Pro Planckuv ¢as, Planckovu délku a Planckovu hmotnost postupné dostaneme

h | s¢h h
tp - %_5 ~ 10_43 5, lp - Ctp - Z_3 ~ 10_35 m, mp= C_ ~ 10_8 kg'

C el

[ 1.5 ] Vzorec pro frekvenci struny ma tvar

kde k je bezrozmeérnd konstanta. Vzorec odpovidd zkusenosti, ze silnéjsi (,tézsi“) a delst
struny zni na nizsi frekvenci a naopak, s rostoucim napétim frekvence struny stoupd.
Resenfm pohybové rovnice struny (parcidlni diferencidlni rovnice) bychom zjistili, ze k =
n/2, kde n = 1,2,3, ... (zdkladni frekvence a vyssi harmonické).

2. Kinematika

[ 2.1 ] Pro pomeér rychlosti jizdy autobusu ¢ a chuze studenta v dostaneme

c Ty+T1, 9
v T,—-T,
pro interval T" autobusu potom
2T, T,
T =—"" — 12minut.
T, + T,
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17. VSLEDKY

[ 2.3 ] Srézka nastane v case

vy — v, £ \/(Ur —vn)? — 2asg
a

ts = =20s

od okamziku, kdy strojvudce spatti nakladni vlak. Stane se tak ve vzdéalenosti

1
Ty = —Eatg + vty = 400m

od mista kde strojvudce nakladni vlak spattil, relativni rychlost vlaku pii srazce je

Ve = —ats + v, — v, = 0ms L.

[ 2.4 ] Pro hledanou rychlost vy plati

10

Tg=———=060kmh!.
20, — v

Aby mohlo byt dosazeno pozadované prumérné rychlosti, musi platit v; > v/2. Pro v] =
10kmh~? jiz nenf mozné dosdhnout pldnované prumérné rychlosti 7 = 20kmh=!, .

[ 2.6 | Clovék s dopisem postéka dobéhne pokud pobézi pod tihlem
56° 26’ 34" < o < 123°33' 26",
kde maximélni a minimalni hel jsou fesenimi rovnice

. ’Ulh
SN = ——.
VS

Minimélni rychlost, kterou lze postéka jesté dobéhnout je

w1l s
V2 min = s = 4,0ISs .

[ 2.7 ] Vzédjemnou vzdalenost lpg(t), okamzik nejvétsiho ptiblizeni ¢, a nejmensi vzajemnou
vzdalenost [, dostaneme jako

[ l
lFB(t) = \/(ZF — ’UFt)2 + ’U123t2, tn = F—UF l, = ron

2 27 n 2 2"
v + Vg vg + Vg

[ 2.8 ] Pro vzdjemnou vzdalenost téles plati

[(t) = vtv/5 — 4 cosa.
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[ 2.10 | Vypravciho bude n-ty vagén mijet po dobu

At, = Ati(v/n —+vn —1).

[ 2.11 ] Pro rychlost v a polohu x bodu plati

a B 1 a a _
v:aot—zo(l—e kt), x:§a0t2—?0t+k—g(l—e .

[ 2.12 ] Zrychleni hmotného bodu je dédno funkef

t
a:ao(l——).
T

Pro rychlost a polohu v case 7 plati

aogT 2

o= 5 =100ms = “(’TT —1333,3m.
.
[ 2.13 ] Pro slozky vektoru rychlosti plati
v, = —wAsinwt, v, =wBcoswt,
velikost tohoto vektoru je
v = |w|B\/1+¥sin2wt, lw|B < v < |w]A.
Pro slozky a velikost vektoru zrychleni dostaneme
A2 _ 32
a, = —w?Acoswt, ay = —w?’Bsinwt, a= UJQB\/l + 5 cos? wt.
.
[ 2.15 ] Polohovy vektor kaminku ma slozky
r = R (wt —sinwt), z=R(1— coswt),

kde w = u/R je thlova rychlost otdceni kola. Pro slozky vektoru rychlosti dostaneme
v, = wR (1 —coswt) = u (1l —coswt), v, = wRsinwt = usinwt,

pro velikost vektoru rychlosti potom

v = |u|\/2(1 — coswt).
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Maximalni rychlost vp.x = 2|u| (kdyz je kaminek nejvyse), minimalni rychlost vy, = 0
(kdyz se dotykd zemé). Pro slozky a velikost vektoru zrychleni plati

a; = w?Rsinwt, a. = w*Rcoswt, a=w’R =

=) S

[ 2.16 | Doba pruchodu kulicky zldbkem ¢, je ddna vztahem

R
tp =2¢/— (nezdvisi na thlu ).
9

[ 2.17 ] Pro hloubku studny plati
1t)°
h=c|t+S— \/02 (—+—) 2| =162,8m.
g g c

[ 2.18 ] Pro délku i-tého tiseku volného padu plati

21— 1
T; =

h.

n2

[ 2.19 ] Doba padu v i-tém tseku je
2
t = ,/—h<\ﬁ—\/i—1>.
ng

[ 2.22 ] Lovec musi vysttelit piimo na opici pod dhlem

; h
o = arctan —.
d

[ 2.23 ] Bomba musi byt vypusténa ve vzdalenosti

2h

d:’Uo e
g

od cile, na ktery dopadne rychlosti

va = \/ V3 + 2gh.
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[ 2.24 ] Predmétem musime mrstit pod elevacnim dhlem o = arctan4 ~ 75° 57" 50”.

[ 2.26 | Minimadlni vzdalenost od utesu, kam jesté muze dopadnout délova koule (maximalni
vzdalenost, kde je piratska lod jesté v bezpeci) je tedy

d d?  ho} h2vg
Tm = —= + R ﬂ—h2d2:37,9m.
2 4 g g2
[ 2.28 ] Pro velikost zrychleni mouchy plati

/ kA4
a = ]{72 + ﬁ

[ 2.30 ] Pro zrychleni setrvacniku v prubéhu brzdéni plati

€= — =——7s
T 3
vykona pfi tom
JoT

N = o> = 375 otocek.

[ 2.31 ] Polohu raket nejlépe vyjadiime v poldrnich souradnicich. Vzdalenost raket r od
sttedu (mista srazky) a ihly jednotlivych raket ¢; jsou

1 a \/?7“
= —=(a —t), i =oi +1In | —— = i =woi—In | —1,
r \/i(a vt), ¢ soo+n<a Ut) ©i = o n<a>

kde ¢g; jsou jejich pocédtecni ihly. Okamzik srazky nastane v case ts = a/v. .

3. Dynamika hmotného bodu

[ 3.2 ] Lano nad a pod vzpérou a vzpéra jsou namahdny silami o velikostech

T, = 2mg, T, = mg, T, = V/3myg.

[ 3.4 ] Zévazi se pohybuji se zrychlenimi
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pro velikost sily napinajici vlakno plati

. 3m1m2
Cdmy + m2g'

[ 3.6 | Predmét se po naklonéné roviné bude smykat konstantni rychlosti, pokud pro
koeficient smykového tieni bude platit

pn = tan a.

[ 3.9 ] Pro odporovou silu plati vztah

F = —2mcl

ﬁ)
kde m je hmotnost lodi. .

[ 3.10 ] Pro w > \/g/R pro vysku h a velikost sily Fy pusobici na sténu odstiedivky
dostaneme
h=RkR--2L = F=m’R,
w

pro w < 4/g/R potom
h =0, Fy =mg,

[ 3.13 ] Pro rychlost kulicky plati

™muvgy
§=—".
k
|
[ 3.15 ] Kulicka se zastavi v ¢ase t = co a urazi do té doby nekoneénou vzdalenost. =
[ 3.17 ] Artista se musi spustit z vysky
d
h > —r.
2

[ 3.18 ] Pro velikost rychlosti houpacky v zavislosti na ihlu vychyleni plati

v = /2gl(cos ¢ — cos gy),
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maximalni hodnota je dosazena pii ¢ = 0 a ¢ini

Vmax = \/29[(1 — Ccospg) = 2@

sin @’ .
2
Pro velikost sily napinajici zdvés a jeji maximalni hodnotu (opét pro ¢ = 0) plati

T =mg(3cosp —2cosyy), Tinax = mg(3 — 2cos ¢p).

[ 3.19 ] Prak vymrsti kdmen s pocédtecni rychlosti o velikosti
| k
Vo = %(Oé - 1)l

[ 3.20 ] Po uvolnéni pruziny bude kulicka vystielena do vysky

1s?
h=--1=562m.
2 As Dot

[ 3.22 ] Ridi¢ asi pokutu dostane, nebot jel rychlosti
v =/2ugl = 70,4kmh .
|

[ 3.23 ] Pro vzdélenost konce vlaku a odpojeného vagénu v okamziku jeho zastaveni plati

A b MW
2M —mpg

kde u je koeficient tteci sily. .

[ 3.24 ] Strela z kvadru vyleti rychlosti
h/
v =v/1— = 282, 8ms .

[ 3.26 | Aby se provazek dal pravé do pohybu, musi ze stolu viset jeho ¢ast délky

ul
r=-—",
14+p

pri jeho stazeni ze stolu vykona tihova sila praci

umgl
2014 p)?
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[ 3.27 ] Pro délku hlavné [, velikost pusobici sily F' a vykonanou praci plati

1 1
l=Svr=2m, F=mY=1,5x10°N, A= Smu? =3 10°0.
T

[ 3.29 ] Na zpévédka pusobi sila o velikosti

— mv 0,1-10
F=—=- = 10N.
At 0,1 0

[ 3.31 ] U pravého biehu bude hladina oproti levému pfevysena o

Al = dtan § 2vuwd sin @

~ 15 mm.

[ 3.32 ] Pro koeficient smykového tieni mezi deskou a zdvazim plati

47T2£E0
g1~

= =0, 08.

[ 3.33 ] Na zavazi pusobi maximalni sila o velikosti

A1%mz,
Frax = T2—+mg=29,1N

Na desce bude v klidu lezet, dokud amplituda kmiti nedosahne hodnoty

_ g7

F :6,2CH1.
m

Zm
[ 3.35 ] Miska se zdvazim zacne kmitat s amplitudou
Ag = v/ (Al)2 + hAL

|

[ 3.36 | Pro periodu T s pruzinami zapojenymi za sebe a T}, s pruzinami zapojenymi
vedle sebe plati

/ LT,
Ts: T12+T22, szﬁ
1 2
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[ 3.37 ] Pruzné lano mé maximalni délku
2kl
=1+ 22 <1+ 1+—°>.
k mg

[ 3.39 ] Céstice miize vykondvat malé kmity kolem rovnovazného bodu x = 0, pro jejichz

periodu plati
[ m
T=2m,]—.
n CLFO

4. Lagrangeovy rovnice II. druhu

[ 4.2 ] Pohybova rovnice mé tvar

¢+ wisinp = w2§ cos(p —wt), kde wy= %
.
[ 4.3 ] Pohybové rovnice zévazi na pruziné maji tvar
®+ % sinp = —%l.gb,
I+ El = Elo + 19?4+ g cos .
m m
.
[ 4.4 ] Pohybova rovnice m4 tvar
a + g% cosa = 0.
.
[ 4.5 ] Pohybové rovnice voziku s kyvadlem maji tvar
P4 ppcosp — pptsing = 0,
»+ %jc'cosgo +wising = 0,
kde x reprezentuje polohu voziku a = ml/(m + M) a wy = v/ g/l. .
[ 4.6 ] Pohybova rovnice m4 tvar
§=gsina — acosa,
castice muze setrvavat v klidu, jestlize plati a = gtana. n
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[ 4.7 ] Pohybovou rovnici muzeme psat ve tvaru

U+ (wg—wzcosﬁ) sind = 0, kde W = %
|
[ 4.8 ] Pohybové rovnice muzeme psat ve tvaru
..+2.. 0 . m 2 Mg
pELTEE M+m 2 T M+m
nebo se zavedenim thlové rychlosti w = ¢
rowam 1 Mg e
- NE) = U, W = —Wwo,
M+mrd M+m r?
kde rg a wy jsou vzdalenost a thlova rychlost horni kulicky v néjakém okamziku. .
[ 4.10 ] Pohybové rovnice pro jednotlivé koralky maji tvar
.k
191+—(2191 —192—’(93) :0,
m
.k
Vo + — (209 — 1 — ¥3) =0,
m
.k
U3+ — (203 — 1 — ¥5) = 0.
m
|
5. Hamiltonovy kanonické rovnice
[ 5.2 ] Hamiltonovy kanonické rovnice maji tvar
- n
m
P2
po= % +mgcosp —k(l— ),
ml
, _ Do
90 ml2 9
P, = —mglsinyp,
kde p; = mil a p, = mi*¢. .

[ 5.3 | Hamiltonovy kanonické rovnice muzeme psat ve tvaru

. 3pa . cos
o= —: a = —=m 0s «,

kde |
Pa = gml2d.
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[ 5.4 ] Hamiltonovy kanonické rovnice muzeme psat ve tvaru

_ Py
mR?’

kde py = mR29. .

Py = mw? R?sin ¥ cos ¥ — mgR sin ¥,

6. Dynamika soustavy hmotnych bodu
[ 6.3 ] Kulicky po srézce vyskoéi do vysek

3my —my \ mo — 3my \ >
by — (#) h = (#) h
my + ma my + Mo
lehéi kulicka vyskoéi do maximélni vysky hy max = 9h, pokud hmotnost m; bude zaned-

batelné mala oproti hmotnosti m..

[ 6.4 ] Castice se srazi v Case t, na misté o souradnici zs a vzdjemnou rychlosti vg, pro
které plati

b=\l Ty =
F(my +may)

2myms mol \/ 2(my + my) Fl
— Vg = .

miymes

[ 6.6 ] Pro velikost rychlosti stiely pred srazkou v a dobu pohybu krabice ¢,, se zaseknutou
stfelou plati

M 2
v="T2 Songl =199ms™!,  t, = | =0,505s.
m ng

[ 6.7 ] Pokud plati mp = my, ziskd ¢éastice B od ¢dstice A pruznou srazkou veskerou
kinetickou energii. .

[ 6.8 ] Pokud je a) pred srazkou jedna ¢éstice v klidu, srdzkou se spotiebuje energie
Es = E/2, ¢ast energie zustava ve formé kinetické energie spojenych ¢éstic. V pripadé
b), kdy se obé ¢dstice pred srdzkou pohybovaly proti sobé, plati By = 2F, nebot spojend
castice ma nulovou kinetickou energii.

. ezname atomove jadro ma oproti o-castiCl o X vetsl nmotnost (muze to byt napr.
6.9 N Amé at & jad A ti a-Cdstici 3 étS1 hmotnost uze to byt I
uhlik 12C). .

[ 6.11 ] Clovék se vzhledem ke biehu posune o vzdélenost

M
m -+ M

I'= [=0,5m.
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[ 6.12 ] Deélo vystielilo pod dhlem o/, pro ktery plati

tana’ = <1 + %) tan a.

[ 6.14 | Zavazi budou na pruziné kmitat s periodou

2w m1mso

T

Wo (m1 +m2)/<:

7. Mechanika tuhého télesa

[ 7.2 ] Pro velikost sil pusobicich na levd a prava kola plati

1 hv? 1 hv?
k= 1——]=2034N F,== 14+ — | =4924N.
: 2mg( drg) ’ P ng( +alrg)

Automobil muze po ¢tyrech kolech projet zatackou maximalni rychlosti o velikosti
/d
Uy = % =214kmh .

[ 7.4 ] Zadni kolo se nedostane do smyku, pokud pro brzdné zrychleni bude platit

a’SZ < M’
1+ ph/d

predni kolo se nedostane do smyku, bude-li platit

fg/2
sp < T
Yo ST uhjd
brzdéni predni brzdou je tedy ucinneéjsi. Pokud by platilo

gd
asp > %,

cyklista prelétne pies predni kolo. .

[ 7.5 ] Pro minimalni thel, pod kterym je zebiik opfeny o sténu jesté stabilni plati

1
Omin = arctan [ — | .
<2u)
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Pro minimalni ihel zebiiku s na ném stojicim clovékem plati

t 1 ZTUngé+Fg2
O'min 54¢ = arctan | — | —————
i 2p Foe + Fy;

Pokud je tedy zebtik opieny pod thlem ay,;,, zebtik se ziiti az v okamziku, kdy ¢lovék
vystoupi do poloviéni vysky! .

[ 7.6 ] Pro minimélni koeficient smykového tieni nutny k zajisténi stability pyramidy z
lahvi plati
sin (7/6)

= ————— =10,2068.
1+ cos (m/6) ’

od zakladny smérem k vrcholu.

[ 7.10 ] Nohu nejlépe umistimeé do tézistée desky, které se nachézi v ose desky ve vzdélenosti

. 4R

v 37
od rovné hrany. .
[ 7.11 ] Pro maximdalni pocet kostek, které jdou na sebe naskladat plati N = n. .

[ 7.12 ] Pro thel sklonu ramene, za ktery drat visi, plati
b2
a = arctan (a2 n 2ab)

[ 7.15 ] Pro moment setrvac¢nosti plati
1 1
J = -mR* + —mh?
™ + UL
za predpokladu, ze R < h, vysledek ptejde do tvaru

1
J ~ —mh?,
12

viz piiklad (7.13).
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[ 7.16 | Pro moment setrvacnosti koule vzhledem k ose rotace prochéazejici jejim stredem

plati

2
J = ng2

[ 7.17 ] Pro moment setrvac¢nosti mice muzeme psét

2 ,1—(r/R)” 2
J = —mRZ’(;/)3 ~ —mR?,

5" T /RP 3

kde r je vnitini polomér jeho stény- .
[ 7.20 | Kulicku je tfeba pustit z vysky

27
> —r,
h_lor

[ 7.21 ] Koule se po stole bude po vymizeni smykavého pohybu valit konecnou rychlosti

o velikosti
5

V= Z19.
7

[ 7.23 ] Aby tycka o délce [, obru¢ o poloméru r, a kruhova deska o poloméru rq kyvaly
se stejnou periodou jako matematické kyvadlo o délce L, musi pro jejich rozméry platit

3 1 2
ly ==L, ro = =L, rq = —=L.
2 2 3

[ 7.24 ] Aby byla perioda kyvadla minimdlni, musi osa rotace prochazet ve vzdélenosti

od stredu. m

[ 7.25 | Kbelik do studny padd se zrychlenim o velikosti

9
L+ J/(mr?)

[ 7.27 ] Ty¢ se bude po zaseknuti stiely otacet hlovou rychlosti

6mu
= —501s L
YT WM 3mn 0T
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[ 7.28 | Hmotny stied (stied) tycky se bude pohybovat smérem tideru rychlosti o velikosti
! 1

vg=—=0,1ms .
m

Uhlové rychlost otaceni tycky po tderu bude

61
w=—=0,5rads "
ml

Stred tycky za dobu trvani jedné otocky urazi vzdalenost

l
L:%:1,26m.

[ 7.29 ] Pokud pro koeficient smykového tieni bude platit vztah

V2-1

2 Y

M =
vykoname pfi posouvani i preklapéni bedny stejnou praci. .

[ 7.31 ] Kruhova deska se bude otacet ihlovou rychlosti

W = % — 015!
v opacném smeéru chuze ¢lovéka. .
[ 7.32 ] Pro vykonanou préci plati
A = 3Ey.

8. Pruznost a pevnost

[ 8.1 ] Aby se médény drat pretrhl vlastni vahou, musi pro jeho délku platit

1> 72 — 9 98%m.
Py

[ 8.3 ] Na vysplhéni po tuhém lané je tieba vykonat praci A, = mgly, pokud je lano
pruzné, pak pro tuto praci plati

Ay = mygly (1—1— %) .
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[ 8.4 ] Komoly kuzel se zatizenim silou F' zkrati o vzdalenost

hE

TEriry

Ah =

[ 8.6 ] Polomér pilife musi narustat exponencidlné se vzdélenosti od biemene podle
predpisu

9. Gravitacni pole

[ 9.2 ] Konec lana musi byt ve vzdalenosti (od stfedu Zemé) minimalné

2 S%MZ
RZ + WQRZ - RZ

2

r =

Dosazenim ¢iselnych hodnot ziskdme x ~ 151 000 km, coz je zhruba 39% vzdélenosti mezi
Zemi a Mésicem.

[ 9.4 ] Pro velkou poloosu ay, vzdalenost afelia 7., a numerickou vystiednost ey tra-
jektorie Halleyovy komety plati

ag = 17,9 AU, Tmax = 39,3 AU, eq = 0,97.
|
[ 9.6 ] Aby se druzice pohybovala po kruhové trajektorii, musi byt vysttelena rychlosti

%MZ
Ry’

Ukr

aby nedopadla na Zemi, musela by byt vystielena alespon rychlosti
22¢ M. ZRZ
Umin = \/
RO(RO + RZ Ro + RZ

[ 9.7 ] Obézna doba druzice T' je nepiimo imérnd odmocniné prumeérné hustoty planety

3 B konst.

T=,/22 =
»p VP
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9.9 | Pro pomér mezi hmotnostmi Jupiteru a Zemé plati
[ P p p
M T\ 2 3
A (M ac ) o 314.
MZ TG am

[ 9.11 ] Pro III. kosmickou rychlost plati

2 M, M.
UHI—\/ - Z+(\/§—1)2% 5 = 16,7 km/s,
Ry Rzs

[ 9.12 ] Na hmotné téleso pusobi nulova gravitacni sila ve vzdalenosti

9
24
"T 10

od stfedu Zemé smérem k Meésici.

[ 9.13 ] Pro pomér vysek vyskoku na Meésici a Zemi plati

hM g_z

. — ~ 6’
hz  gu

na Mésici tedy oproti Zemi vyskocite zhruba 6x vyse.
Pro pomér period kyvadlovych hodin na Mésici a na Zemi plati

T;
M _ 92 _ gy,
17 gm
kukacky jdou tedy na Meésici oproti Zemi 2,45 x pomaleji. n

[ 9.15 ] Jizda tunelem z jedné strany na druhou by trvala

3

yA
. — 42m 15s.
T ey, s

[ 9.16 | Pro vzdélenost h, ve které je velikost intenzity gravitacniho pole nad i pod
povrchem Zemé stejna, plati

5—1
h = Ry V5 ~ 0,618Ry,
2

kde éislo (v/5 — 1)/2 ~ 0,618 reprezentuje tzv. zlaty iez. .
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[ 9.17 ] Pro dobu padu kosmické lodi na Slunce bude platit

R3 T 1 . Rg
tp:“2%MS (§—B+§sm25>, kde ﬂ:arctan@/R_RS.

Po dosazeni ¢iselnych hodnot zjistime, ze kosmonauti maji cas t, = 64 dni, 19 hodin a 20
minut na premysleni, kde udélali chybu.

[ 9.18 ] Pro potencidl a slozky intenzity gravita¢niho pole plati

kM L x =1 .+l
¢ = —— | argsinh — argsinh ,
21 Yy Yy

Ko _%M 1 B 1
‘ 20 \Vy+(@-02 R+ @+)?)’
M x—1 x+1

Ry = 2yl <\/y2+(m—l)2_\/y2+(m+l)2>'

[ 9.20 ] Pro potencidl a slozky vektoru intenzity gravitacniho pole muzeme psét

» M

M l

[ 9.21 ] Pro potencial a slozky intenzity gravita¢niho pole plati

231

¢ =2xpulny+C, K, =0, K, =
Y

[ 9.22 ] Pro potencidl a intenzitu gravitacniho pole plati

2 M
o = — %2 <\/a2+x2—x>,
a

Ko 2M T ]
@ \Va2+a? '

10. Specialni teorie relativity

[ 10.4 ] Rakety se k sobé navzajem priblizuji rychlosti o velikosti

U1+U2

= —"——=0,988c.
b 1+ ujug/c? ’ ¢
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[ 10.5 ] Zablesky budou na Zemi registrovany s casovym odstupem
Ar = STV AF = 14,95,
c—v

[ 10.6 | Aby tidi¢ vidél éervenou barvu jako zelenou, musel by jet rychlosti

A2 — A\
EPYESY

v c=0,24c,

takze pokutu asi dostane za rychlou jizdu.

[ 10.7 ] Jelikoz pro hustotu pohybujiciho se objektu plati
___ P
P=102 /%’

musi se pro jeji zdvojnasobeni pohybovat rychlosti v = ¢/v/2.

[ 10.10 ] Céstice se musi pohybovat rychlosti

[ 10.11 ] Pro dobu pruletu Atg vzhledem ke vztazné soustavé spojené s Galaxii a vzh-
ledem ke vztazné soustavé spojené s protonem (At,) plati
d F,

d
Atg = — = 100000 let, At, = —— = 4,98 minuty.
c c kb

[ 10.12 | K vyprodukovéani potiebné energie je tieba

2 E
m = 1ToD 5 R 360 tun deuteria.
(2mop — Mmome)c

[ 10.14 | Pro klidovou hmotnost nové vzniklé ¢astice plati

2m0 5)
My = ——20 = 2y,
V1—0v2/c2 2
tato hmotnost je tedy vétsi, nez soucet klidovych hmotnosti ¢astic pred srazkou. n
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[ 10.15 | Pro klidovou hmotnost nové vzniklé ¢éstice plati

1 4
My = moV2, 1+ ———eo = g,
’ ’ \/ V1—v?/c? V3 0

tato céastice se pohybuje rychlosti

Cc

v
u= = -
1441 —0v2/c2 2

11. Mechanika kapalin
[ 11.2 ] Aby koule na vodé plavala, musi pro jeji tloustku stény platit

h<R(1—,3/pm_pV> — 4,09 mm.
P

[ 11.3 ] Pro vytazeni vélce z kapaliny je tfeba vykonat préci

8
A= %ngr2h2.

cvv s

n— 3Rh? + 4L R — 0.
Pm

Pomoci Cardanovych vzorcu (které najdete v matematickych tabulkdch), nebo numericky
na pocitaci po dosazeni ¢iselnych hodnot dostaneme h = 5,1 cm. .

[ 11.6 ] Pro hmotnost predmeétu plati

1 — & L1

— Pz __ P Pz
m—mzl_p_v—mz<1+pv1_p_v>.
p p

7 vysledku je patrné, ze zejména pti vazeni objektu s malou hustotou je tfeba pii uréovani
hmotnosti provadét piislusnou korekei, nebot jejich skuteénd hmotnost je vétsi, nez hmot-
nost zavazi m,. m

[ 11.7 ] Pro pomeér hustot kapalin plati

p1_ ho

02_]1_1'
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[ 11.8 | Pro periodu harmonickych kmitu kapaliny v u-trubici plati
T=2r Z—O.
\ 29

[ 11.12 ] Pro velikost momentu sily plati

1
Af:gmmfm—3%h

takze pro zg = h/2 dostaneme

1
M = —pglh®.
Moment sily je nulovy, pokud zg = h/3.

[ 11.13 | Proud vody se zuzuje podle predpisu
R

[ 11.16 | Aby hladina klesala konstantni rychlosti, musi platit

r(z) oc v/ z.

. a pist strikac e treba pusobit silou
[ 11.17 | Na pf ikacky j ba pusobit sil
2p (di—dP\ [AV?
F = — 5 J — 7 64 N
’/T ( dzd} At ’

[ 11.18 | Hladina se ustali ve vysce

Q2

h= 2952

= 10cm

ode dna nadoby.

[ 11.20 | Aby kapalina z obou otvoru dolétla do stejné vzdélenosti z, musi platit

H:ZI+227

pricemz

T = 2\/21%.

141



17. VSLEDKY

12. Elektrostatické pole
[ 12.1 ] Elektrostaticka sila je o 42 radu silnéjsi, plati-

Fe 1 ¢
Fo  4megrem?

~ 102

kde g. a m, jsou hmotnost a naboj elektronu.

[ 12.4 ] Néboje budou v rovnovaze, pokud bude platit

Q= (1+2\/§)%.

[ 12.6 ] Pro potencial v ose nabité kruhové desky plati

o

p=—(Va>+ 22 —2]).
250

Pro slozky vektoru intenzity elektrického pole plati

E,=0, E, =0, E.=—

Pro |z] < a muzeme psat

o
FE, ~ —si .
2o, ign(z)

z

2—50 sign(z) — N —

[ 12.8 ] Pro velikost sily, kterou na sebe navzdjem pusobi useky niti délky [ plati

. Tngl
N 27T€0h .

Jestlize 1y > 0, sila je odpudivd, v opacném pripadé je pritazliva.

[ 12.10 | Pro vektor intenzity elektrického pole plati

0, pro r <R,
E=q1 o >R
el pro >R

pro potencial muzeme psat

pro r > R.

dmegr?

4,02{ —47301%’ pro r <R,

[ 12.11 | Nové vznikld kapka ma oproti nekoneénu potenciél

PN = \/3 N2(p1 = 3,3 kV.
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[ 12.13 | Pro kapacitu kondenzatoru plati

5~ 5a —|—505r& = 60§ {1 + (&r — 1)%} .

C=co— d d S

[ 12.15 | Pro kapacitu Zemeékoule plati

C = dregRy = 709 uF.

[ 12.16 | Pro kapacitu valcového kondenzétoru plati

B 2mel

In22"
T1

C

[ 12.17 | Pro kapacitu dvojlinky muzeme psat

O — 7T€0l

a—r’

ln7

[ 12.19 | Za uvedenych predpokladu by pro polomér elektronu muselo platit

2
e
Te =

= —14x10"m.
’8mECime o

[ 12.21 | Desky kondenzétoru se pritahuji silou o velikosti

B €OSU2
b= 22

= 44,3 mN.

[ 12.23 | Pro rychlost elektronu uprostied mezi elektrodami a pii dopadu na anodu plati

- 2¢.U In[(a +b)/24] 8 8% 108ms-! . [2¢.U 10.3 % 106 m s~
1/2 me In(b/a) ' ’ : Me ’ .

13. Stacionarni elektricky proud
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[ 13.2 ] Pro celkovou hybnost vSech elektronu v kabelu plati

mell
Qe

=2,27x 107 *kgms™".

p:

[ 13.4 ] Pro odpor kulového rezistoru plati

_ 0T —T
4T riry

a RC' = pe.
[ 13.6 ] Napéti na kondenzatoru poklesne p-krat za cas

7= RCInp.

[ 13.7 ] Pro vstupni odpor nekoneéného obvodu plati
Rl 4R2

Ri=—t(1+/1+=2),

(1)

[ 13.9 ] Pro elektricky odpor,krychle“ plati

5
Rk = ER

[ 13.11 | Ke zhotoveni topné spirdly je zapotiebi drat délky

wd?E?

[ =
40P

= 1,67m.

14. Magnetostatické pole

[ 14.2 ] Vektor magnetické indukce v ose kruhové smycky ma axidlni smér a pro jeho

velikost plati
pola’

B=_fo%
2(a? + 22)3/2

[ 14.3 ] Magnetickd indukce v ose uprostfed mezi smyckami bude zhruba konstantni,
pokud jejich vzdéalenost bude rovna poloméru, pro velikost indukce pak plati

5V5 a
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[ 14.4 ] Pro velikost vektoru magnetické indukce plati

B 2v/2p01

ma

B

[ 14.6 | Magnetickd indukce méa na ose rotace smér této osy a plati pro ni

2 .
powa”Q
T6nz3 pro z >a

b8, et

[ 14.9 ] Pro velikost vektoru magnetické indukce uprostied solenoidu plati

I
B:—,uon ~ uonl pro R <K,

V1+ (2R/1)?
pro indukci na okraji solenoidu plati

B ponl 1 '
2 1+ (R/1)?

[ 14.10 | Vektor magnetické indukce ma azimutalni smér, vné toroidu je nulovy a pro

jeho velikost uvnitt plat
po NI

2rr

Y

orientaci ur¢ime pravidlem pravé ruky.

[ 14.12 | Protilehlé tseky niti délky [ na sebe pusobi ptitazlivou silou o velikosti

2l (1
Fe— (= —pun?).
27h (60 MOU)

Velikost této sily se blizi k nule pro

1
VEoHo

v — =c (rychlost svétla ve vakuu).

[ 14.14 | Vektor rychlosti nabité ¢astice ma slozky

v :@sinq—Bot ) :@ cosq—Bot—l v, =0
* BO m ’ Y BO m ’ N '
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Vektor rychlosti ma stfedni hodnotu v = (0,—FEy/By,0) coz znamena, ze Castice se
posouvé (driftuje) kolmo na oba vektory E a B a velikost této driftové rychlosti nezdvisi
na hmotnosti a naboji ¢astice!

Pro polohovy vektor castice muzeme psat

x:;(l—cosat), Y= E(sinat—at), z =0,

kde o« = q¢By/m a [ = qEy/m. Trajektorii castice je tedy cykloida.

15. Elektromagneticka indukce
[ 15.2 ] Spojka se zacne pohybovat doprava rychlosti

_U, Bh?,
V= Bh exp mR .

[ 15.3 ] Diskem protéka proud

_ wBa®
2R
radialnim smérem od stfedu disku k jeho okraji. .
[ 15.5 ] Smyckou protékd stiidavy proud
wB
I= 7ra4c]; % sin(wt).

[ 15.6 ] Ve smycce se indukuje elektromotorické napéti o amplitudé

I h
gy = Holodw ) CTR  agomy.
2T h

[ 15.8 ] Pro vlastni indukénost toroidalni civky plati

foN?h . 1y
In —.
2w 1

L —

16. Par prikladt z vektorové analyzy
[16.1 ]

R
1) VIR|=% =R,

1 R R,
2 B I
) va) B R
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[ 16.2 ] Vrchol kopce se nachdzi v bode V = [—-2,3] ve vySce hpax = 720 m. Pro jed-
notkovy vektor ve sméru nejvétsitho stoupani v bodé A plati t, = (—1,1)/v/2, pro jed-
notkové vektory ve sméru vrstevnice plati ko; = (1,1)/v2 a kgy = (=1, —1)/v/2. n
[16.3 ]

1) V-r=3,

r
V- <|—3) =0 pro r 7A 0,
3) V-E=—-ik),-E
|

[16.4 ]

1) VxF=(0,0,2w),
2) VxF=0,
3) VxF=—iky x F.

[ 16.5 ] Pole je potencidlni a pro jeho potencial plati

=2y —x® —y* + 22+
kde ¢ je libovolna konstanta. n
[ 16.6 ] Pro trajektorii £; dostaneme A; = 2, pro trajektorii £, potom A = —2/3. Pro
rotaci platd V x F = (0,0,—2). Pomoci kiivkového integralu jsme pocitali ,praci“ na

trajektoriich £, a Lo. To, Ze vysledek je zavisly na trajektorii je ve shodé se skutecnosti,
ze V x F # 0, vektorové pole neni potencialni.

147



18. Reference

[1] Vladimir Hajko, Fyzika v prikladoch, Alfa, Bratislava, 1983.

[2] Antonin Syrovy, Sbirka prikladi z fyziky, SNTL, Praha, 1971.
[3] Jiti Bajer, Mechanika 1, VUP Olomouc, Olomouc, 2004.

[4] Jiti Bajer, Mechanika 2, VUP Olomouc, Olomouc, 2004.

[5] Ivan Stoll, Mechanika, CVUT, Praha, 1995.

[6] Ivan Stoll, Elektrina a magnetismus, CVUT, Praha, 1998.

[7] Jaroslava Drchalovd, FYZIKA - Priklady, CVUT, Praha, 1997.

[8] Walter Greiner, Classical Mechanics: Point Particles and Relativity (Classical Theo-
retical Physics), Springer-Verlag, New York, 2004.

alter Greiner, Classical Mechanics: Systems of Particles and Hamiltonian Dynamics
9] Walter Grei Classical Mechanics: S Particl d Hamiltonian D ’
(Classical Theoretical Physics), Springer-Verlag, New York, 2003.

[10] Filip Uhlik, Zuzana Limpouchové, Eduard Vaviinec, Sbirka prikladi z mechaniky,
Univerzita Karlova v Praze, Nakladatelstvi Karolinum, Praha, 2000.

[11] Karel Rektorys, Co je a k éemu je vyssi matematika, ACADEMIA, Praha, 2001.
[12] David J. Griffiths, Introduction to Electrodynamics, Prentice Hall, New Yersey, 1999.

[13] Martin Libra a kol., Fyzika v prikladech pro studenty technickych univerzit, Nakla-
datelstvi R. Hajek, 2003.

[14] Vernon Barger, Martin Olsson, Classical Mechanics: A Modern Perspective, 2nd Edi-
tion, McGraw-Hill Companies, 1994.

[15] John David Jackson, Classical Electrodynamics, 3rd edition, Wiley, 1998.

[16] Herbert Goldstein, Charles P. Poole, John L. Sefko, Classical Mechanics, 3rd edition,
Addison Wesley, 2001.

[17] Jorge V. José, Eugene J. Saletan, Classical Dynamics: A Contemporary Approach,
Cambridge University Press, 1998.

[18] Milan Macur, Uvod do analytické mechaniky a mechaniky kontinua, Vutium, 2010.

[19] Frank Y. Wang, Physics with MAPLE: The Computer Algebra Resource for Mathe-
matical Methods in Physics, Wiley-VCH, 2006.

148



